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滴要 : 推出了发动机点火过程中空间最佳 N 冲击过渡 (时间任意 )的伴随系统在所选 5 维相空间

中的积分
.
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B正akwe u 所建立的极值曲线法 [ ’]
,

在解决平面椭圈轨道间的最佳冲击过渡间题时
,

是一种

有力 的数值手段
.

M叮e r 用这种方法验证了平面 内圆与椭圆轨道间的最佳过渡结果侧
.

得到

伴随系统在发动机点火过程中的积分
,

是把这种方法推广到空间的关键环节
.

本篇文章推出

了伴随系统在所选 5 维相空间中的一种积分
.

选择轨道坐标元素 民 h
、
e 为轨道参数时

,

在 民 h
、
e 之间有两个约束方程

h
·

e 二 0
,

e Z = l + 2品
2 / 产2 ,

(l)

(2 )

其中 罗为系统能量
,

h 为角动量矢量
, e
为偏心率矢量

,

产 为万有引力常数
.

由上两式可得变

分约束方程为

h
·

合e + e
·

ah = 0
,

(3 )

产Z e
·

6 e = 无Za罗 + 2肠
·

ah
.

(4 )

在下面推导中
,

我们采用下列直角坐标系
,

以 i
、

j
、

k 为单位矢量的运动坐标系
,

以 考
、

”
、

心

为单位矢 ! 的相对坐标系
,

和 以 X
、

Y
、

Z 为单位矢量的绝对坐标系
,

并选择如下 5 个参数 L 二

In h
、 。 、

。
、

笋
、

日 确定椭圆轨道
.

各参数及各坐标系单位矢量的意义见图 1
.

这样
,

由状态参数 民 h
、 e
到状态参数 h

、 。 、

co
、

笋
、

口 的正则变换可以写成

p 必g + P、
·

sh + P
。 ·

a e 一 H a‘ 二

p hah + p o

a e + 儿a。 + p尹a协+ 助 a口 一
Ht at

.

(5 )

由于 ! 是独立的
,

有 Ht 二 H
,

再由(4 ) 式
,

有

a罗 = (产
Z e

·

ae 一 2肠
·

ah )/ h 2
.

代人(5) 式
,

得

(
, ,

苏一
,
。

)
·

* ·

(
。

一 2 ,

雄)
·

“h 二

·
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图 1 图 2

p h占h + p
。

占e + 凡合。 + p , a笋+ pQ 台口
.

(6 )

由于

e ==
峪

,

(7 )

h 二
砖

,

(8 )

有

合e =
心s

e + e a心
,

(9 )

6 h =
石sh + h合右

.

(xo )

在图 2 中
,

K 为从心端点向参考平面所引垂线的垂足
.

从图中可以看出
,

砖 由两个分量

构成
,

其一在瞬时轨道平面内
,

垂直于节线
,

大小为 砰
,

其二沿着节线
,

大小为 a口 sin 协
.

将此

二分量沿 考
、

勺方向分解
,

得

a右
==

(
一 , in o a价+ , in 笋

e o so a口)看
一
(
e o s。古笋+ sin笋e o so a口) ,

.

(11)

砖 由三个分量构成
,

其一在瞬时轨道平面内
,

垂直于长半轴
,

大小为 台。
,

其二垂直于 FK 且平

行于参考平面
,

大小为
。a口

,

其三垂直于瞬时轨道平面
,

大小为 si n 。时
.

将此三分量沿 叮
、

‘分

解
,

得

台若
二

(a。 + 二 a口 )” + (
sin o s乒

一 以各。 )右
,

其中

。 二
丫1 一 , i矛。 si 矛价

, r l
一
丫l + t

anZ 价e o
sZ 。

孟 =

e o s o ta n
笋

、
、产、,Z、,j

2
内J4

,l门.1..孟
了厄、了r、

‘

了、
,

但是
,

上面三个童有下面简单关系

盯
= e o s

协
,

砍 二 e o s o s in笋
.

所以
,

己若最后可以写成

a考二 (6。 + e o s
笋a。 )勺 + (

sin 。 一 s in 价
e o s o a。 )右

.

将(1 1)
、

(12 )式代人(9 )
、

(10 )两式
,

便得到

占e 二 台烤 + e
(6。 + e o s

尹a口)叮 + e
(
sin 。占笋一 sin必

e o s o 6口 )百
,

ah = h (一
sin aj a乒 + sin 乒

e o s。占口)若+ h (一
。o , 。 a价一

sin 笋sin o 6几 )可 + a嵘
.

将(1 3 )
、

(14 )式代人(6 )式
,

并利田

‘
·

儿 二 0,

‘
·

P
。 = 0

两式
,

再由 古h
、

a。
、

a。
、

时
、

a口 的相互独立性
,

便得到

P、 二 一 2易扩 h
,

(15 )

(16 )

(17)
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P。 =
夕砖 + 产2尹砰 / 人2

,

eP 叨
,

h (尹肪
s in 。

ePn
c os 笋+

+ P无, c o s山 )
,

h sin 声(尹肪
e o s。 一 夕仰sin 。 )

,

其中Pe$
、

式代替

p 肪
、

Ph , 分别为几
、
p 。 在(

、

, 方向上的投影
.

(1 8)

(19 )

(20 )

(2 1)

当选 L 为状态参数时
,

(17 )式由下

PPP与JJJP

几 二 一 2孙乡 (22 )

我们知道
,

对任意弧段
,

有矢量积分

h x 夕。 + e x 夕
。 二 A (常矢 )

.

(23 )

对弹道弧
,

奇异弧及内冲击型冲击
,

有数量积分
一
Pc C 一 2外

了 =

Hu
一 2孙

了 =
创常量 )

,

(24 )

其中 “ 二 c / 产
,

而 c 是特征速度
,

H 是以
“
为独立变量时的哈米顿函数

.

另外
,

还有变换式

人2夕。 二 注 减 h
,

(25 )

由 (2 3 )
、

(乃 )式并利用 (15 )
、

(16 )式
,

得到

,
。, = A‘

,

(26 )

h Z。畴 =
hA ,

,

(27 )

如
、, = 一 A。

·

(2 5)

将(24 )
、

(26 )
、

(27 )
、

(28 )式代人(19 )
、

(20 )
、

(2 1 )
、

(22 )式
,

保持(18 )式不变
,

得到

p : 二 B 一

枷
,

(2 9)

几
= A‘

,

(30 )

p , 二 A oe o s。 一 A , sin 。
,

(3 1)

助 = Aosin 笋sin 。 + A , sin价e o s 。 + A oe o s
价

,

(3 2)

p 。 = 尹岭 + 产Zp 砰 / 人2 .

(3 3)

注意到 心
、

人
、

街是在动坐标系中的投影
,

不是常量
,

很不方便
.

下面利用式

(34 )

、,
、

、/、,护、,产一口、尸6,矛00飞�八J内j几、�
Z吸、了‘、了.、
�户.、

变换到定坐标系中去
,

得到伴随系统积分的最终形式为

不, : 二 B 一 刀比
,

尹‘ 二 Ax s in口 s in 声
一 滩, e o s口。in 笋+ Az e o s

笋
,

尹声 二 A x e os 几 + A r s in 几
,

P a = Az
,

式 (34 )中的各元素为

了; 1 ( x
,

看) = e os 口 e o s。 一 s in 口 s in o s in 笋
,

r 2 1 ( X
,

, ) = 一 co
s o s in 。 一 s in o e o s o e os 笋

,

了3 1 ( X
,

‘) 二 。in口s in 价
,

了12 ( Y
,

考) = s in 口e o s。 + e o s口 s in 。
,

了二 ( r
,

叮) = 一 s in o s in 。 + e o s o e o s o e o s
笋

,

了二 ( r
,

右) = 一 e o so s in尹
,
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了, 3(Z
,

考) = s in o sin 笋
,

)二(Z
,

, ) = c o so sin 笋
,

了”(Z
,

右) = e o s
沪

.

伴随系统的最后一个积分 p 。

比较复杂
,

得到这个积分要用到下面的变换式

l
,

f l 、
P

, = P g y + 丁儿 X P
。 + 气二二夕

e X 梦 + Ph 1 x r ,

产
、

尸

(
a
)

其中 p
,

为速度 , 的伴随矢量
,
r 为矢径

.

在冲击点
,

p
,

达到极大值 1
,

若令
。 、

夕
、

y 分别为p
。

与

i
、

j
、
k 的夹角

,

则 p
,

可用 co sa
、

co s
夕

、

co o y 表示
.

将(
a
)式两边向 勺方向投影

,

可以得到 p
。

在

考方向的投影

P祷 二 贵(

一
i·。

一
,
。。·。)(1

一
。)

一

苏
, 、

一
。)(1

一
。)

-

鱼
, in o e o sol/ (1

+ : 。。。, 。 , 。。
, 。)

.

C ~

在上面过程中用到 了
r 二 h Z / 产(1 十 。co so )

,

速度在矢径方向上的投影 铸

(b)

=
(明 / h )

sin s
,

速度

在 j 方向上的投影 均 = h /r 及几, =
矢/e 等式子

·

再将 (b) 式代人(3 3 )式
,

并利用式(2 2)及

g = 一 产忍a(
a 为长半轴 )

,

即可得到

,
。 二

!凳(一
, ‘n o + c o s

, 一
, a)(, + 。c o so )

-

告
g in o c o , 0‘、

s‘n“ s‘n ‘一 , : c o s。 , in ‘+ , : 。。s
‘) -

(。 一

* )屹1
+ 。

)
e o 。。
」
/ (1 + Z o e o s。 + 。。

护。)
.

在时间任意的最佳

这一点搜寻最佳冲击点
,

N 冲击过渡中
,

哈米顿函数 H = c
on st

,

且取极大值
.

(39 )

我们正是利用

确定最佳冲击方向和最佳冲击值
.

在这个过程中
,

利用 H = co ns t
,

即可计算 p
。

的值
.

所以
,

对于伴随系统
,

有(35)
一

(3 8) 这 4 个积分式就足够了
,

(39) 式并

不是必需的
.
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