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摘要 : 证明了对于实二次族在参数空 间存在正 玫比
s子犯测度集合 E

,

使得 E 中几乎所有的参数
,

相应的映射在不变测度的支集上具有稠密的临界轨道 ; 还证明了 E 中存在稠密集合使得相应映射

的临界轨道进人它的反向不动点
.
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引 言

一维动力系统的 一个主要问题就是研究区间映射的吸引子

—
吸引子的分类与结构

.

按

照 M i喻
r
关于吸引子的定义川

,

如果
.

厂是具有负的 s山w a 。导数的单
.

峰映射
,

由 G ue ken he ime
r的

定理 [zj
,

f 的拓扑吸引子是传递的且是下述三种情形之一
:

l
.

f 具有周期吸引子
.

2
.

f 具有螺线管吸引子
:
f是无限可重正化的并且临界点的轨道的闭包是一个 Cant or 集

.

3
.

f 是有限可重正化的并且f 的吸引子是有限个传递区间的并
.

3 a
.

。 (c) 恰是传递 区间的并
.

3 b
.

。(
。
)是一个 C阴 tor 集

.

根据 Bfo kh 和 I才u bich 的文仁3 1
,

吸引子的度量分类与它的拓扑分类除去情形 3b 外都是一

致的
.

对于情形 3b
,

不同的 f可以有非常不同的动力学性质
:
f具有绝对连续不变测度

,

见【4」;

f 具有吸收 Can to r 吸引子
,

见「5」
.

一维动力系统的另一个重要问题是研究具有某种拓扑或度量性质的系统在参数空间的丰

富性
.

Jak o bson 于 1981 年[6」证明了对于实二次族 fa (
:
)

= 1 一 ax
Z ,

在参数空间存在正玩bes gu e

测度集合 E 使得 E 中的映射具有绝对连续的不变测度
.

Be ne di o k s 和 Car les on 也用不同方法证

明了这一结论 [v1
.

众所周知
,

如果 f具有绝对连续的不变测度
,

那么 f 的吸引子属于情形 3a
,

即有限个传递区间的并
.

因此具有第三种情形 吸引子的系统在参数空间是丰富的(具有正

玩be sgu e 测度 )
,

但是人们不清楚具有 3a 情形或 3b 情形的吸引子的系统是否在参数空间具有
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丰富性
.

本文将考虑二次族 fa (劝
= 1 一

。
2
中 3 a

情形吸引子的丰富性
,

得到以下结果
:

设 E 为 Be
n ed ic kS

,

Carl
e

son 和 Mo ra
,

vi ana 在
a 二 2 附近构造的正 玩be 卿

e 测度集合
,

见

[8 ]
、

[9 ]
.

定理 A 设 fa 与 E 如上定义
.

存在集合 EO c E 并且 m (E0 )
= m (E )

,

使得对任何
a e

E0
,

{几(l)}
。 , 。在【几(0 )

,

l } 中稠密
.

定理 日 设 fa 同上
,

令

君1 =
{
a ! a 任 [o

,

2 ]
,

尤(l) = 尹。 对于某个 i ) o }
.

则 E :
满足 E c 云

1 ,

这里 p 。

是fa 的反向不动点
.

从定理 A 和定理 B 的证明中可以看出
,

对于 Th ieu lle
n 、

Tre
sse r 和 Y 6u n g〔‘0] 等考虑的单峰映

射的通有单参数族来讲
,

定理 A 和定理 B 的结论仍然成立
.

在本节的最后
,

我们提出以下猜

测 :

猜测 设

M =
{

a e 「0
,

2 1 1
.

几具有绝对连续不变测度 产
。

}
,

则存在集合 MO c M 且 m (M
o
)

= m (M )
,

使得 {刀 (l )}
。 , 。在 产。

的支集中稠密
,

v 。 任 MO
.

上述定义和 记号都可以在文献【11] 中找到
.

1 参数集合 E 的性质

本节我们将给出参数集合 君的一些性质
,

这里 君 是 B e n e aie k s ,

e a rl e s o n [“〕和 M o ra
,

v ian a [9 ]

在参数空间构造的集合
.

这些性质很强地依赖于 E 的构造
.

由于 E 的构造相当复杂
,

我们

仅陈述以下引理
,

证明可参见「s] 和【9]
.

引理 1 设 fa (x) = 1 一
ax

“,

任意给定充分小的 占 > 0
,

存在
。0 (的 > o 和正 玩bes gu e 测

度参数集合 E c 〔2
一 。。

,

2」使得对于任意
a 任 E

,

都存在一个无穷上升数列 {
n ‘
}几。和一个无

穷下降的参数区间序列 {
‘ n ‘

}几
。
满足

川
“ ‘几

‘、
,

, 。、 l~ 0, 当 ‘一 OO 时
·

( 11 ) 一君
‘

(l) I> 占,”
.

(川) 存在常数 A > l 使得

一⋯掣/掣1
鉴 ·

对于任意
a , , a : 任 叽

.

都成立
.

注记 文献〔8」和【9」证明了对任何 a 任 E
,

fa 在临界值处具有正 u 叩~
v
指数

,

从而fa 具有绝对连续不变

测度
.

2 定理 A 和定理 B 的证明

本节将证明定理 A 和定理 B
,

它们的证明依赖于第 1 节中描述的参数集合 E 的性质
.

首

先阐述几个基本引理
.

引理 2 对于 几(x ) 二 1 一
2x

2 ,

它的反向不动点 p :
的原象在〔

一 1
,

l] 中稠密
.
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上述引理是一个简单事实
,

下面给出证明的细节
.

证明 考虑帐蓬映射

: (
:
) 二

{;x--’
2 二 若 0 ‘ x ‘ 1/2

,

若 1左 感 x 感 l.

设 p 为 几 的反向不动点并且记

p 二
{
二 〔 〔0

,

l] }存在某个 n 妻 。使得 珊 (x)
= p }

为 p 的所有原象构成的集合
.

我们将证明 p 在【0
,

l] 中稠密
.

注意到 o 是 几 的反向不动点
,

容易看出 尸 中存在点列 {
x 、}几

。满足

九(
x ‘
) = ,

,

短
x : 二 o

,

断言 尸在【O
,

1〕中稠密
.

事实上
,

对于任何【0
,

l] 中的区间 J
,

由于 几 是分段线性扩张的
,

故

存在 。 ) o 使得 l/2 e 丹(J)
,

因此 。任 跨+2 (J) 并且可以找到
x ‘ e 写+2 (J)

,

这说明 p n J

尹 口
.

现在利用 几 和 乃 间的共扼就可导出引理 2 的证明
.

引理 3 设 fa (劝 二 1 一 ax Z
,

给定 古 > o
,

存在
。 > o 和 N > 0 使得对于任何

a 任 【2
一 。 ,

幻 和区间 J c 〔一 1
,

1〕
,

如果 1 J I〕 2古
,

则 J 至少包含集合 {左
‘
(p

。

)}0 “
‘ , 中的一个点

,

进一

步
,

I方
‘
(尸

a

)
一
方

‘
(p

Z
) l镬 占

,

o ‘ i ‘ N
.

其中 p
。

为fa 的反向不动点
.

证明 由引理 2
,

{方
”

(P2 )}
。

刻 在卜 1
,

11 中稠密
.

可以找到 N 〕 0 使得对于任意长度

大于 占的区间
,

它至少包含集合 {方
‘
(p Z )}0 “

‘ ,
中的一个点

.

因为 p Z是几的反向不动点
,

若

。 > o 充分小
,

则对于任何
a 任 【2

一 。 ,

21
,

fa 的反向不动点 p 。

为p : 的延拓
.

利用映射关于参

数的连续依赖性可以选取
。
充分小使得对任何

a 任 〔2
一 。 ,

幻
,

有

!方
‘
(几 ) 一 方

‘
(p Z ) 一‘ 古

,

0 ‘ i ‘ N
,

其中方 ‘(p
。

)是方
‘
(p

Z
) 的延拓

.

下面完成引理的证明
.

对于
a 〔【2 一 。 ,

2 ]
,

J c [
一 1

,

l] 为长度大于 2占的区间
,

上面证

明了存在点方 j(p
Z
)任 J

,

0 ‘ j ‘ N
,

于是由
。 的选取

,

存在点方i( p 。

)为方j( p 2 )的延拓
,

它属

于 J
.

注记 如果 J接近〔一 1
,

l] 的边界
,

上述证明需要稍作改动
,

这里从略
.

下面证明定理 A 和定理 B.

定理 A 的证明 对于充分小的 占 > 0
,

E c 【2 一 。 ,

2」为满足引理 1 的正玩b es gu
e 测度集

合
·

假设存在集合 E : c E 且 In (E
:
) > o 使得对于任意的

。 任 E I ,

{几(l )}
。二。在[几(0)

,

1〕

中不稠密
·

由于 fa [0
,

1〕二 〔尺(0)
,

l]
,

我们有 {几(l )}
。二。在 [0

,

l] 中不稠密
.

选取区间 [o
,

l] 的可数基 {Un }
。 , 。

.

如果 {fan (l)}
。 , 。在 [0

,

l] 中不稠密
,

由于 {认 }
n , 。是

可数的并且 。(E l) > o
,

存在某个 仇使得集合

E
, =

{
a l 。 任 E l ,

{君 (l)}
n 二 。门 叭 二 必}

具有正 玩比卿
e
测度

.

选取 E’ 的稠密点
a 。

,

利用第 1节中 E 的性质知存在无穷数列 、 和无穷下降序列叭 使得
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ao e a, 、
,

! 田、 l~ 0

并且

只(‘) ’> “,左 》 “占
·

应用引理 3
,

乃 (l )至少包含集合 {凡
‘
(pao )}

n _ ; _ 、
中的一个点灯(Pa

‘

)
.

这里。落 j鉴 N
.

再
一”一

’

一
‘ “

气
’ ‘

一
-

一 ”
一 ’ 一 ’ 一 “ ” “ J

崎“
丹

-
-

-
一

‘ ,
’ ‘

,
’

一 ‘
一

次应用引理 3
,

我们知道

一左j(p
。

)
一
方j(p

Z
) 一鉴 占

对于一切
。 任 。、 c 〔2

一 ‘ ,

幻都成立
·

利用儿(
‘
)关于参数的连续依赖性

,

存在 a’ 任气使得

登 (1)
=
方, (, 一 )

·

因此

刀
‘
”(1) 二 p ·’ ·

由于当 l趋于 + oo 时
,

方
‘
久包含一个收敛到凡

,

的分支
,

可 以找到适 当的 l。和 d > 0 满足

玩
n gt h(必

, “
。

夕耳) n 久) > “
,

其中 l。 和 d 不依赖于心、 因此存在子区间 。 ’、 c 。、使得

月,”
+ ‘。(l ) e 叭

、

并且 I朋砂 (冷
+

,
+ ‘。(l)) > d

·

从而 “、 n E
’ = 必

·

、

因为 l。的选取不依赖于 、 和j
,

存在不依赖于 处 的常数
。
(d ) > 0 使得

玫
n孚h(珍 (l)) > c

(d ) > o
·

、

另一方面
,

由引理 1 知当 似 趋于 + OO 时
,

1 . 、 l趋于 0
,

并且

I a,
, 、

I田、

于是 . 。
‘
、 l / .

) A
一 l

I泞 川 I

一一一二1一一一
一

If:* (l) I
〕 A

一 , 。
(J ) > 0

.

。n 。
l) A

一 , “
(d) > 0 与 a0 是 E’ 的稠密点矛盾

·

我们完成了定理 A 的证明
·

以下证明定理 B
.

定理 B 的证明

a 〔 ‘、
,

根据 E 的构造
,

对于任何
。 任 E

,

存在无穷下降区间序列 。、 满足

I 田、 I~ o
·

故只须证明 。、 门 El 尹 叭 由引理 1
,

我们有

I乃 (l) l > 古‘左 》 2占
.

应用 引理 3
,

众(l) 至 少包含集合 {川 (动 ’。 e 田、 ,0 “
‘ “}中的一个点

·

再利用

fa (
二
)关于参数的连续依赖性

,

存在
a * 〔 。、使得局(l )

二

凡
‘
(p 、 ). 因此局

+ ‘(l )
二 p 、

,

并

且 ak 任 El
·

由于 nk 趋于 + 0O 时
,

l“、 l趋于 0, 我们有 似 ~
“ ·

由
。 ‘ E 的任意性

,

我们

完成了定理 B 的证明
.
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