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关于构造数学物理中非线性发展

方程组孤波解的一种新算法
‘
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(大连理工大学 数学科学研究所
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摘要 : 根据改进的 瓦, co6 ine 法和吴文俊消元法
,

给出了一种构造非线性发展方程组孤波解的新

算法
.

这种算法比 已知的双曲函数法有更好的结论
,

并且在使用的过程中更简单
.

借助于 MA n l
-

E MA叨(汰 软件
,

这一算法能够在计算机上实现
.

关 键 词 : 非线性发展方程组 ; 5 1阶翎ille 法 ; 吴文俊消元法 ; 孤波解
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引 言

求解非线性方程 (组 )一直是数学家 和物理学家很感兴趣的课题
,

特别是求非线性方程

(组 )的孤波解在理论上和实际应用中都具有重要价值
.

最近
,

Yan [’〕直接从著名的
,

ine ‘
。记。

方程获得一个变换
,

进而提出了求非线性波方程精确解的所谓
, ine

一 c、ine 法
.

但是他仅仅把

它用于求解单个的非线性方程
,

并没有用于解非线性方程组
.

我们试图在本文对
s ine

一

cos in e
法进行改进

,

并且用 于构造非线性发展方程组的孤波解
,

结果获得了更多的孤波解
.

借助 于 M左件压MA皿CA 和吴消元法
,

这种算法可 以在计算机上实

现
.

这一算法 的核心思想 为
:
对于给定的非线性发展方程组

u : 一 F (
;‘ , 。 , u 二 , , 二 ,

⋯ )
= 0

,

。: 一 心(
u , 。 , “二 ,

叭
,

⋯ )
= 0

,

(l)

(2 )

通过使用行波变换
,

设 (l) 和 (2 )有如下形式解
u
(
二 ,

r)
=
价(

a
)

, 。
(
x ,

r )
二 8 (

a
)

, a = 脉 一 久t + 。

其中 k
、

入为待定常数
, 。
为任意常数

,

乒
、

8 为关于
a
的待定函数

.

将(1) 和 (2) 中的 “ 、。

式代替
,

得

(3 )

用 (3 )

笋
, 一 尸1

(笋
,

8
,

笋
, ,

8
, ,

⋯) = 0
,

8
‘ 一 G ,

(笋
,

0
,

笋
‘ ,

0
, ,

⋯ )
= O

,

(4 )

(5 )

其中
“ ‘”

表示 出d a
.

设(4 )和 (5) 有如下形式解

协(
a
)

=

习
。。s ‘一 ’。 (A

‘c o s 。 + 丑‘sin 。 ) 十 A。
,

(6 )
i二 l
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、.产
了、,产

,
J

00
/口砚、了t、6 (

a
) =

且 d。 /d
a

其中 A o
,

左‘
,

丑‘(i

习
e o
夕

一 ’。(ai
eos 。 + bi

sin 。 ) + a 。
,

j
二 1

= S ln 田
,

= 1
,

2
,

⋯
, 。
)和

a 。
,

aj
,

巧(j 二 1
,

2
,

⋯
,

m )为待定常数
·

步骤 1 分别对(l) 和(2 )中的最高阶线性偏导数项 及最高阶非线性项进行平衡
,

得到 m
,

n 的值
.

步骤 2 将(6 ) 一 (8 )分别代人 (4 )和 (s)中
,

得到关于
sin o e o s

%
, Co s p + ‘。(p

= o
,

l
,

2
,

⋯ )

的两个多项式方程
.

借助 MATH EMATI CA
,

这步可以在计算机上实现
.

步骤 3 令步骤 2 所得方程中的常数项及
。in 。

, c os 。
, sin 。 。o8 。

, C。
扩。

,

⋯ 的系数为零
,

得

到关于未知数 k
,

久
,

A。
,

A ‘
,

B‘(i 二 l
,

2
,

⋯
,
n )

, a 。
,

aj
,

勿(j
= l

,

2
,

⋯
,

。 )的一个代数方程组
·

步骤 4 用吴消元法 [2, 3〕
,

可以在计算机上求解此代数方程组
,

然后结合(3 )
一
(8 )

,

得系统

(2) 和 (l) 的孤波解
.

我们用这种算法考虑两个例子
,

第一个为二维长水波 W llith ~ B ,
r 近似方程组

u : + Hx + 从 + u 火 + u u , + 。 , u 。 + a Z u 。 = o
,

(9 )

从 +

枷
另 +

枷
丫 + “

凡 + 司叽
一 a ;

凡
一 勺礼

二 o
,

(I() )

其中
。 1 ,

处 为常数
.

第二个为二维祸合 MKd y 方程
.

l 方程(9 )和 (10 )的孤波解

在研究水波的过程中
,

Wh ith am 和 Broe 产
4 ,

SJ发现长水波近似方程组

。: 一 ““; 一 、 +

合、
二 0

,

(1 1)

叭 一
(训 )

二 -
二 0

,

tha
l一2

方程 (11) 和(12) 的对称及守恒律已有人研究 [e, 7〕
.

方程 (11) 和 (12) 在二维空间的推广
.

(12 )

在这部分
,

我们考虑方程(9) 和 (10)
,

它们是

设
u
(
二 ,

y
,
: ) 二 笋(

a
)

,

H (
二 ,

了 , t )
二 0 (

a
)

, a = kx + ly
一 。r + 。

(13 )

其中 k
,

l
, 。
为待定常数

, 。
为任愈常数

.

将(13 )分别代人(9 )和 (10 )
,

得
一 砂

‘
+ (k + l)(弹

,
+ 8

,

) + (
。 : kZ + 。 2 12 )尹 == o

,

一 记
, + (k + l)(琳 )

, 一
(
。 ; 无2 + a Z 12 )俨

== o
,

(14 )

(15 )

其中
“”,

表示 夕d
a .

由引言部分的步骤 1
,

设方程(14 ) 和 (15) 有如下形式的解

协(
a
) 二 a o + a le o s 。 + b l sin 。

,

(16)

8 (
。
) = A。 + A l e o s。 + 刀l sin 。 + 通Z e o

sZ 。 + 刀Z sin o e o s。
,

(17 )

其中
a o

, a ; ,

b :
,

连。
,

滩, ,

滩2
,

召一
,

丑2 为待定常数
.

借助 M姚T H EMK n CA 或者 M月兀E 软件
,

从 (8 )
、

(16 )
、

(17 )中
,

得到关于 。 的函数 笋
, 、

8
‘ 、

娜
, 、

(毋 )
, 、

少
、

犷
,

然后将其分别代人(14) 和(15) 中
,

得

一 砂
‘ + (无 + l)(师

‘ + 0
‘

) + (
。 1无2 + a Z 12 )护 = 一 。

(
一 a ; + 乙lsin o e o s 。 + 。 le o

SZ 。 ) +

(k + l)[ 一
a 。a : 一 a ; 6 l sin 。 + (b圣

一 a

子)
c o s 。 + a 。6 1sin 。 。0 5。 + a 。a l e o

sZ。 +

Z a : 6 1。in 。。Os2 。 + (
a

子
一 6圣)

c o
s3 。 + 丑1sin o C o s 。 一 通; 一 2 注Ze o s 。 -

召Z sin 。 + 通I c o
sZ 。 + 2刀Z sin o e o

sZ。 + 2注Ze os3 。 ] + (
a , 无2 + a Z 12 )(

一 6 1sin 。 -
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Z a le o s。 + 26 : sin o e

osz 。 + Z a , e

褚。) == o
,

(15 )

一 诏
‘ + (k + z)(毋)

, 一 (a ; 抢2 + 。2 22 )犷 == 一 ,
(一 滩

; 一 2通Z eos 。 一 丑Zsin 。 +

召: 。in o eos 。 + 注: e褚。 + 2刀Zsin o e

OSZ 。 + 2通Zeo护. ) +

(无 + l)[一 (b 1BZ + a o通; + a l注。) 一 (
a 。刀: + a : 刀: + b l连1)

s认。 +

2 (b : B ; 一 a :A I 一 a oA Z )
。os 。 + (bl滩。 + a o B : 一 2 b l通: 一 Z a 一B Z )

。in o cos 。 +

(4 ‘; 刀2 一 3
a ; 滩2 + a o注: + a : 连。)

。

褚。 + 2 (6
: 滩: + a : 丑: + a o丑2 )

sin o c

砂。 +

2 (
a , 通; + a 。通2 一 石; 刀 : )

c
亩。 + 3(b :注2 + a l刀2)

。in 。 。

讨。 +

3 (a : A: 一 ‘: 丑2 )
c

O84 。 ] 一 (
a l‘2 + 口2 22 )(2通: 一 丑lsin

一
2通: 。os 。 -

SB Zsin 。。0 5。 一 s通ZeOSZ 。 + 2刀: 。in 。 。

OS2 。 + 2通leo护. +

6丑z s in o e o
护. + 6滩2 0 054 。 ) = 0

.

(19 )

分别令(18 )中常数项及
sin 。

, 。05 .
, 。in 。 。05 .

,

⋯川衬 . 的系数和(19 ) 中常数项及
。in 。

, C os 。
,

si n 。 。os 。
,

⋯
, c o
s4 。 的系数为零

,

得到关于 k
,

l
, 。 , a 。

,
a : ,

b :
,

A。
,

A : ,

A Z ,

B ; ,

B : 的超定方程组
a , , 一 (k + l)(

a o a : + 滩,
) 二 0

,

(2() )
一
(k + l)(a

, 6 , + 丑2 )
一
(
a : 几2 + a Z 12 )b , = o

,

(2 1 )

(无 + z)(6卜
a

苦
一 2通2 )

一 2 (
。 ; 抢2 + 。2 12 )

a : 二 o
,

(双)
一 b : 。 + (k + l)(

a o b ; + B ,
) 二 0

,

(2 3)
一 a ; 。 + (无 + l)(ao

a : + A l
) == 0

,

(解)

(无 + l)(Z a
l b : + 2 a 2 ) + 2 (a

, 几2 + a Z 12 )6
: 二 o

,

(乃)

(无 + z)(
a

资
一 b资

+ 2滩2 ) + 2 (
a : 花2 + 口2 22 )a

, == o
,

(肠)

滩: , 一 (几 + l)(6
1召: + a 。滩: + a : 注。) 一 2(

a : 几2 + 口2 12 )注: 二 o
,

(”)

刀2 , 一 (无 + l)(
a o丑: + a : 刀 : + b : 注, ) + (a

: 几2 + 口2 22 )丑
, 二 o

,

(2 5)

2 A 2。 + 2 (k + l)(b
l丑: 一 a l通 ; 一 a o注2 ) + 2 (。

l抢2 + a Z 12 )通
1 = o

,

(四)
一 B , , + (无 + l)(b : A。 + a o B : 一 2 bl通: 一 2 a l刀2 ) + 5 (

a l几2 + 处12 )丑: 二 o
,

(叨)
一 A l , + (k + l)(4 b ; B Z 一 3 a 1A : + a o注: + a l注。) + s(。

: 无2 + 。2 12 )注:
二 o

,

(3 1)
一 2 B 2” + 2 (k + l)(b

,滩: + a l丑 : + a 。召2 ) 一 2 (a
l论2 + a Z 12)刀: = o

,

(3 2 )

一 2 通2 。 + 2 (无 + l)(
a ,通 : + a o滩2 一 6 : 刀:

)
一 2 (。

l介2 + 口2 12 )滩 : 二 o
,

(33 )

3 (k + l)(b
l通2 + a : 刀2) 一 6 (

a ; ‘2 + 。 2 12 )丑: 二 o
,

(抖)

3 (k + z)(
a : 通: 一 6 : 丑2 )

一 6 (
a : 抢2 + a Z 12 )通: 二 0

.

(3 5)

用手算来解代数方程组(20 )一 (35 )是很难的
,

但是吴方法为我们提供了一种容易求解非线性

代数方程组的方法
.

用这种方法
,

在计算机上易得

情况 1

即一+
一,佑一一b 一 二 A 一 二 B I == B Z == 0

, a o

2 (d ; k Z + a Z 22 )
口 l =

情况 2

k + l
AZ 二 一 A o ==

l
’

4 (。
; kZ + 口2 22 )2

(无 + l)2

A I 二 B I 二 0
,

a o ==
公

k + l
’ b

: 二 ip , a l
,

B Z ==

a l无2 + a Z 12

al 二

一不而一
A o 二

2 (口 ; kZ + 。2 12 )

(k + l)2
AZ ==

i凡A Z ,

2 (。 ; kZ + 处12 )2
一

’

(k
’

冬l)
, ,
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其中 i 二 丫厂丁1
,

蹄
二
滩

二 Pl 凡 二 1
.

对于方程(8 )
,

通过变量分离并且积分
,

易得

、,声、户、,护011丹J凡f�
�

夕.、才口、s in 。 (a ) ==

l + 护exn ( 土 Z a )
= s e c h。

或者

cos 。 (
a ) =

l + 护exn ( 土 Za )
二 不 ta n ha.

因此
,

由 ( 13 ) 一 ( 17 )
、

( 36 )
、

(3 7 )并结合情况 l
、

2
,

得

( l ) 方程 (9) 和 ( 10) 的扭状和钟状的孤波解

“ ( x ,

y
,
t ) 二 不

2 (。 : kZ + a Z 12 )

k + l
tan h( 低 + 妙

一 “ + 。 ) +
公

k + l’

H ( 二
, r

,
, ) =

4 ( a , kZ + a Z 22 )2

( k + l)2
,

c
护(脉 + 妙

一 “ + 。

)
,

这是已知的孤波解
.

( !l ) 方程 (9 )和 ( 10 )的新孤波解

一一一,.口

公
一+

_ ,
_

2
.

_ , 2
了 、 旦l性

_

士_

勺圣 了
. :

二
、

“ 、不
,
y

, ‘ , 二 , ,
气t乏11皿n a 十 I ll se C n a , + 子

凡 十 ‘
’

佑

叮 1 kZ +

无

d 1 kZ

_ 万2
。2 ‘ ,

,

、 t)

万
- - 一 e X p 、1月田 I + 了

~
丫

~
一石 =

‘

”
邢 + 乙

+ a Z 12

介 + l
ex p { i产a rc s in ts e e h ( 触 + ly 一 “ + e

) }} +

砂

k + l

万 ( x ,

了
,
t ) = 少

1无2 王 处 12 ) 2
, :

一
~

一一 一

矛万 -丫
一

万石-
一 气c o s 田 + 1刀s ln 田

、K + 二厂

e o s . ) +
2 ( a lkZ + 。2 12 )

( ‘ +
护一

二

2 ( 。 ; k Z + a Z 22 )2

一
( 无 + z )2

2 ( 。 : kZ + 。 2 12 ) 2

一
( ‘

+ l)
2

e o s o e x p ( i和 ) +
2 ( a : 抢2 + 。2 22 )2

( k + l)2

tan h( 瓜 + 妙 一 “ + 。 ) x

ex p { i , arc
s in [s e e h( 肠 + ly

一 。 + e
) ] } +

2 (
a 1 kZ + a Z 22 ) 2

( k + l) 2

其中 产, 二
尸

二

尹
二 1

,

i =
了万1

.

这是一组复标量场中的解
,

是扭状和钟状两种孤波解的复

线性组合
,

并且是一种特殊的孤子解
.

u ( 二
,

了
,
r) ~

a 1 kZ +

k +

_ 下2 1
0 2 ‘ l

万一 1
十

它们满足
:
当 !

公

k + l
’

H ( x ,

了, r )一
-

2 ( 。 1无2 + 。2 12 )2 2 ( 口 ; 无2 +

a !~ ao 时
,

a Z 12 )
I L

.

矛、2 + 了 L
.

; 、2

\几 宁 ‘ / 、耳 十 ‘产

2 2 + 1 维藕合 MK d V 方程

对于辆合 如切v 方程[sJ

“, 一 6尽协
名
H 一 6伽巧万 + 云

场
+ 呀“那 = 0, ( 38 )



关于构造数学物理中非线性发展方程组孤波解的一种新算法

Ht 一 6阳伙
u 一 6邵畴

“ + 云刀石
另 + 口凡

, = 0
.

(39 )

设
。
(
x ,

了
,
: ) = 笋(

a
)

,

H (
x , 了

,
: ) = 8 (

a
)

, a 二 k(
x + y 一 几t + 。

)
,

(钓)

其中 k
、

人为待定常数
, 。
为任意常数

,

价(a)
、

0( a) 为待定函数
.

将(40 )代人(35) 和 (39)
,

得

一 人笋
‘ 一 12脚

‘
6 + 2反几2厂

二 o
,

(4 1)
一 又口

‘ 一 12卿
‘

笋+ 2‘介2尹 二 0
.

(42 )

由引言部分的步骤 1
,

我们设方程 (41 )和(42 )有如下形式解

必(
a
) 二 A。 + A , e o s。 + B l sin 。

,

(4 3 )

a(
a
) 二 a 。 + a le o s。 + b , sin 。

,

(科)

其中
a 。, a l ,

b、
,

A。
,

A : ,

B : 为待定常数
,

然后借助 MA TH EMA竹eA软件
,

将(书 )
、

(科)及(s)代人

(41 )和 (42 )
,

得到一个代数方程组
.

用吴消元法解这个方程组
,

由(40 )
、

(4 3 )
、

(44 )
、

(36) 和

(37 )
,

得三组孤波解

( l ) 方程(38 )和 (39 )的钟状孤波解为

“
(
x ,

了
,
: )

万(
二 ,

了
,
t )

, S二h

【沂鲁
, (二

, · 4 ,
2 君

二 )
1

,

, 9二h

【弃零
, (二

, · 4 0
2 !

二 )
}

,

其中 A

( i

为任意常数
.

方程 (38) 和 (39) 的扭状孤波解为

u
(
二 ,

了
,
: )

= 刀 士

H (
二 ,

了
,
z ) = B 士

!二h

!楞
。(二

, · 4朋
2 ‘

二)
』

,

t二h

[摺
。(二

, · 4 ,
2 :

二 )
}

,

其中 B
,

(111

为任意常数
.

方程(38 )和 (39) 的新孤波解
u
(
x , 了, t) 二 士 M tan ha 土 iM se e ha == M e os 。 士 i肛sin 。 = M e

却(士 i。 )
=

, e x p

}
* * 。rc si。 , e c h

!
‘

牌彝(
二 , , +

缨几
,

川 {
,

H (
x ,

了
,

, )
= 土 M ta n h a 土 iM se eh a 二 M e o s。 士 iM sin 。 = M e x p (土 i。 )

二

, e x p

}
土 ; 。二 。*。 , e ch

l
、

/狈(
二 + , + 红塑三

: + 。

)1{
,

其中 M
, c 为任意常数

.

这组解为复标量场中的一种
,

是钟状和扭状两种孤波解的复线性组

合
,

是一种特殊的孤波解
.

它们满足
:
当 ! a l一 ao 时

,

1 u(
x ,

y
,

劝 l一 IM !
,

IH (x, y
,

t) l

一 ! M !
。

总之
,

利用改进的
sine

一c o6 ine 法并借助于 MA TIIEMA TI CA 软件和吴消元法
,

我们得到非线

性发展方程组更多的孤波解
.

这种思路还能运用于求解其他的非线性方程组
,

如藕合 Kd V 方

程
、

变更 肠
u SS in 已叮 方程

、

祸合标量场方程等
.

顺便
,

我们指出形式解(6) 和 (7) 也能写为

、,产、、了
声

�
勺
尹
勺44

z口、Z健、价( a ) 二

0 ( a ) 二

名 ( A‘Cos 如 + 丑‘s in 妇 )
,

艺 ( aj e o

咖
+ bj

s i
, )

.

j
二 0

可以证明(45 )和 (46 )与 (43 )和 (科 )相比有同样的结论
.
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