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摘要:  对定常和非定常两种类型的 Stokes 方程建立了一类新的最小二乘混合元方法, 并进行了分

析,对定常的方程, 采用了对 u 和R的不同指标的有限元空间进行计算(LBB 条件不需要) ,得到了

最优的 H 1和 L 2模估计# 对非定常的方程,采用了传统的 Rav iart_Thomas混合元空间, 得到了最优

的 L2 模估计# 
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引   言

解椭圆型方程的最小二乘方法的一般理论是由 Aziz, Kellogg 和 Stephens[ 1]研究发展起来

的,该方法的一个重要的优点是能够将一个非自共轭的问题转化成一个对称正定问题 Bramble

和Nitshe在文献[ 2]中研究了 Dirichlet问题, 该方法需要解一个条件数为 O(H
- 2
) 的对称正定

的线性方程组, 因此可以采用各种快速有效的解法求数值解,但是需要具有 C
1光滑性的有限

元空间# 而混合元方法因能直接求出流函数和压力而受到越来越多的关注, Raviart 和

Thomas[ 3] , Brezzi[ 4] , Carey和 Oden [ 5]发展了这一方法# 但该方法需要有限元空间满足 LBB[ 4]条

件,从而限制了有限元空间的选取# 最小二乘混合元方法( LSM)是由关于流和压力的最小残

量引进的,该方法具有以下优点:首先, LSM方法不需要有限元空间满足 LBB条件, 文献[ 6]证

明了这一点# 第二, 即使采用原来的有限元空间,不必需和 Raviart Thomas空间完全相同( LBB

条件不必需) ,也能得最优的误差估计# 第三,由于离散问题是对称正定的,使得我们可以用一

些快速方法求解# 近年来,一些与本课题相关的研究如下: A. I. Pehlivanov 和 G. F. Carey
[ 7]

, Z.

Cai等[ 8]研究了对 Rh 和uh 的有限元空间取不同次数的多项式的情况# 本文提出了一个新的

具有对称正定性的混合元方法, 这类方法对于解决发展方程有重要的意义# 本文的提纲如

下:在第 1节中, 给出了定常的 Stokes方程的数学模型和LSM 方法, 及一些准备工作# 并给出

了最优的H
1
和 L

2
估计# 在第 2节中,我们将 LSM方法推广到非定常的情形,给出了非定常的

Stokes方程的全离散最小二乘混合元逼近格式# 在第 3节中,得到了全离散格式的最优 L
2估

计# 文中 C 为一般常数, E为任意小正数# 
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1  定常 Stokes方程的最小二乘混合元方法及误差分析

考虑下列 Stokes方程:

  

- M$u + p̈ = f   ( x I 8 < R
2
) ,

divu =
5u1

5x 1
+
5 u2

5x 2
= 0   ( x I 8 ) ,

u = 0   ( x I # ) ,

(1)

此处, 8是R
2中平面中有界区域, u = ( u1, u2) 是流体的流速, p是压力, 设M为粘性系数, f =

(f 1, f 2) 为体积# 为了给出计算方法, 我们先作一些注记# 设 X= 2Mu ,不妨仍记为 u# 则有

  

-
1
2
$u + p̈ = f ,   ( x I 8 < R

2
) ,

divu =
5u1

5x 1
+
5 u2

5x 2
= 0,   ( x I 8) ,

u = 0   ( x I # )# 

(1)c

设给定一个二阶对称矩阵 R= ( Rij ) ,并记t rR= R11+ R22, D是二阶单位矩阵,令�R= R-
1
2 tr R#D,

我们总有如下唯一的分解
[ 9]
:

  R = �R + q# D,其中, tr�R = 0, q =
1
2
trR# 

再令

  Eij ( u ) =
1
2

5 ui
5 xj +

5 uj
5 xi   ( i , j = 1, 2) ,

注意到 trE( u) = divu ,因此,若( u, p ) 是(1) 的解,则 t rE( u) = 0或 E( u) = E( u)# 引入新变

量 R = E( u ) - p # D由于

  div R = ( (divR) i ) =
5Ri 1
5x 1

+
5Ri 2
5x 2

,

则有

  div R = divE( u ) - div(p # D) = 1
2
$u- p̈# 

从而求( 1)的解 ( u, p ) 转化为对下列一阶方程组:即求( u, R) ,满足:

  
- div R = f   ( x I 8 ) ,

�R = E( u)   ( x I 8 ) ,

u = 0   ( x I #)# 

(2)

( 2)中蕴含了不可压缩条件 divu = t rE( u) = 0# 在一些力学问题中, R和E( u ) 的物理意义分

别代表应力和形变速率张量, 下列 Green公式成立:

  ( E( u) , V ) = Q#
( V , n) # uds - ( u, div V ) , (3)

此处, V , n = ( Vi 1n1+ Vi 2n2) 是 V = ( Vij ) 在 # 的外法单位向量n = ( n1, n2) 的分量, (#, #)

表 L
2
( 8) m

( m = 2, 4) 的内积# 引入空间

  V = v I (H
1
( 8) ) 2

; v | # = 0 ,

  H = V = ( Vij ) ; Vij = Vji I L
2
( 8 ) , i , j = 1, 2, div V I ( L

2
( 8) ) 2 # 
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问题( 1)有如下的正则性:

定理 111[ 10]  设 8 是 R
n 中有界连通区域, 边界 # Lipschitz连续, f I (H

- 1
( 8) ) n ,则(1)

存在唯一解( u, p ) I (H
1
( 8) )

n @ L
2
0( 8) ,使得

  +u +2
1, 8 + +p +2

0, 8 [ +f +2
- 1, 8# (4)

现在,定义最小二乘问题:求 ( u, R) I V @ H 使得

  J ( u, R) = inf
v I V, q I H

J ( v, q ) ,

此处,

  J ( v, q) = ( divq + f , divq + f ) + (�q - E( v) , �q - E( v ) )# (5)

则相应于鞍点问题的变分问题:求 ( u, R) I V @ H 使得

  a( u, R; v, q) = - (f , divq) ( Pv I V; q I H ) , (6)

此处

  a( u, R; v, q) = (divR, divq) + (�R - E( u) , �q - E( v) )# (7)

为了证明( 6)的解的存在唯一性,下面研究双线性形式 a(#; #) 的强制性# 

定理 112  存在常数 A> 0使得

  a( v , q; v , q) \ A( +v +2
1, 8 + +�q +2

0, 8 + +divq +2
0, 8 + + trq +2

0, 8 )# (8)

为方便起见, + # +0, 8 中的 8 忽略# 

证明:

由( 7) , 记

  divq = g1,  �q - E( v) = g2# (9)

因为 q = �q +
1
2
trq # D则由(9) 得

  div �q + 1
2
trq # D = div g 2+ E( v) + 1

2
trq # D = g1# 

从而

  div E( v ) +
1
2
trq # D = g1 - divg2

令 p = -
1
2 trq,则有divE( v ) - div( p# D) = g1- divg2即

1
2 $v- p̈ = g1- divg2由定理111,

有

  + v +2
1+ +p +2

0 [ +g1 - divg2 +2
- 1 [ C( +g1 +2

0+ +g2 +2
0) , (10)

上式右边即为 a( v , q; v , q) ,从而,存在 �A> 0(�A= 1/ C) ,使得

  a( v , q; v , q) \�A( +v +2
1+ +trq +2

0) (11)

由( 8)知,

  
a( v , q; v , q) \ +divq +2

0,

a( v , q; v , q) \ +�q - E( v) +2
0,

(12)

而

  +�q +2
0 [ 2( +�q - E( v) +2

0+ +E( v ) +2
0) [

      C ( +�q - E( v ) +2
0+ + v +2

1) [ Ca( v , q; , v, q)# (13)

综合( 10) , ( 11) , ( 12) , ( 13)得到( 8)成立# 

定理 113  设 f I H
- 1
( 8 )# 则(6) 有唯一解( u, R) I V @ H# 

证明  定义范数:
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  + q +2
H = +�q +2

0 + +t rq +2
0 + +divq+2

0# 

由定理 111,知双线性形式在 ( V, H ) 上是强制的,有界的,从而由 Lax_Milgram定理易知结论成

立# 

下面给出有限元格式# 设 Jh
u
, Jh

R
是 8 的两簇有限元拟一致正则划分, 剖分半径可取不

同, 设为 hu, hR,但为分析方便起见,不妨设 hu = hR = h# 设 r \0, k \1有限元空间 Vh @ Hh

分别取指标为 k, r 的分片多项式空间# 空间的逼近性质:

  inf
v
I

I V
h

+ v - vI +0 + h + (̈ v- vI ) +0 [ Ch
k+ 1 +v + k+ 1, (14)

  inf
R
I

I H
h

+ R- RI +0+ h +div( R- RI ) +0 [ Ch
r+ 1 + R+r+ 1# (15)

从而,我们可写出最小二乘有限元格式如下: 求 uh I Vh , Rh I Hh 使得

  a( uh , Rh; vh , qh) = - ( f , divqh ) (16)

下面进行误差分析# 由( 6) , ( 16)得:

  a( u- uh, R- Rh ; vh, qh ) = 0  ( P vh, qh I Vh @ H h)# (17)

于是,有

  A( + uh - uI +2
1+ + Rh - RI +2

H ) [ a( uh- uI , Rh - RI; uh - uI , Rh - RI ) =

      a( u - uI, R- RI ; uh - uI, Rh- RI ) - a( u - uh , R- Rh; uh - uI , Rh - RI ) =

      a( u - uI, R- RI ; uh - uI, Rh- RI ) =

      ( div( R- RI ) , div( Rh - RI ) ) + ( R- RI - E( u- uI ) , Rh - RI - E( uh - uI) ) [

      C ( +div( R- RI) +2
0+ + R- RI - E( u- uI ) +2

0)
1/ 2# 

  ( +div( Rh - RI ) +2
0+ + Rh - RI - E( uh - uI ) +2

0)
1/ 2 [

      C ( + u- uI +2
1+ + R- RI +2

H )
1/ 2 # ( + uh - uI +2

1+ + Rh- RI +2
H )

1/ 2# 

因而,有

  + uh - uI +1+ + Rh- RI +H [ +u - uI +1+ + R- RI +H# (18)

由( 18) ,设 k = r ,得到

  + uk - uI +1+ + Rh - RI +H [ Ch
k + v + k+ 1+ + R+ k+ 1 , (19)

  + u- uh +1+ + R- Rh +H [ Ch
k + v + k+ 1+ + R+ k+ 1 # (20)

于是,得到下列结论:

定理 114  设 k = r ,则(6) 的解和(16) 的有限元解有下列估计:

  + u- uh +1+ + R- Rh +H [ Ch
k + u + k+ 1+ + R+ k+ 1 # (21)

进一步,还有下列误差估计# 

定理 115  设 k + 1 = r ,则(6) 的解和(16) 的有限元解有下列估计:

  + u- uh +0+ +�R- �Rh +0 + +div( R- Rh) +0 [ Ch
k + u +r + + R+ r+ 1 ,

(22a)

  +tr( R- Rh ) +0 [ Ch
r +u +r + + R+ r+ 1 # ( 22b)

证明:

定义下列投影, Sh: V y Vh 使得

  ( Shv - v, div Vh) = 0   ( P V I Hh )# (23)

由[ 9] , 有下述先验估计:

若 v | # = 0则
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  + v- Shv +0 [ Ch
k+ 1 +E( v) + k [ Ch

r +v +r , (24)

则

  A( + uh - Shu +2
1+ + Rh- RI +2

H ) [

      a( uh - Shu, Rh - RI; uh - Shu, Rh - RI) =

      a( u - Shu, R- RI ; uh - Shu, Rh - RI ) =

      ( div( R- RI ) , div( Rh - RI ) ) +

      ( R- RI - E( u - Shu) , Rh - RI - E( uh - Shu) )# (25)

由( 23) ,并利用 Green公式( 3) ,得

  ( + uh- Shu +2
1+ + Rh - RI +2

H )
1/ 2 [ Ch

r
( + R+r+ 1 + + u + r ) ( + Rh - RI +2

0+

      +div( Rh - RI ) +2
0+ + uh - Shu +2

1)
1/ 2
)# (26)

因为

  + Rh - RI +0+ +div( Rh- RI ) +0 [ + Rh - RI +H ,

从而,有

  + uh - Shu +1 + + Rh - RI +0 + +div( Rh - RI ) +0 [ Ch
r
( +u +r + + R+ r+ 1)# 

(27)

再由三角不等式,得

+u - uh +0+ + R- Rh +0 + +div( R- Rh) +0 [ Ch
r
( + u + r + + R+r+ 1)# (28)

即得到结论( 22a) ,再证( 22b) , 令 divq = l 1, �q = l 2由 q = �q +
1
2
trq # D得

  div �q +
1
2
trq # D = div l 2+

1
2
trq # D = l 1,

从而,有

  div
1
2 trq # D = ¨ 1

2 trq = l 1- div l 2 (29)

  +trq +2
0 [ + l 1- divl 2 +2

- 1 [ C ( + l 1 +2
0+ + l 2 +2

0) [

      C ( +divq +2
0+ +�q +2

0)  ( P q I H ) , (30)

从而

  +tr( R- Rh ) +2
0 [ C ( +div( R- Rh ) +2

0+ +�R- �Rh +2
0) , (31)

即( 22b)成立, 定理( 5)证毕# 

下面我们证明, 有限元空间若取 Raviart_Thomas[ 3]空间, 指标为 r , 则 L
2估计的阶可达到 r

+ 1# 

定理 116  若RT 空间的指标为 r ,则(6) 的解和(16) 的有限元解有下列结论 :

  + u- uh +0+ +�R- �Rh +0 [ Ch
r+ 1 + u + r+ 1+ + R+ r+ 1 , (32a)

  +tr( R- Rh ) +0 [ Ch
r+ 1 + u + r+ 1+ + R+ r+ 1 # ( 32b)

证明:

由于指标为 r , (24) 成为

  + v- Shv +0 [ Ch
r+ 1 + v + r+ 1# 

再定义Raviart- Thomas投影, Qh :H y H h 使得

  (divQhV , vh) = (div V, vh )   ( P vh I Vh , V I H )# (33)

由[ 9] , 有下列结论:
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+Qh V - V +0 [ Ch
r+ 1 + V +r+ 1,

5( QhV - V)
5 t 0

[ Ch
r+ 1 5 V

5 t r+ 1
,

+ QhV +0 [ C + V +1, 1# 

(34)

从而,在( 25)中用 QhR代替RI ,由于

  (div( R- QhR) , div( Rh - QhR) ) = 0,

因此

  ( + uh- Shu +1+ ( +�Rh - QhR+0 [ Ch
r+ 1

( + u + r+ 1+ + R+ r+ 1)# (35)

再由三角不等式,得

  + u- uh +0+ +�R- �Rh +0 [ Ch
r+ 1

( + u + r+ 1+ + R+ r+ 1)# (36)

即得到( 32a) ,同定理 115的证明,可得( 32b) ,定理 116证完# 

2  非定常 Stokes方程的最小二乘混合元方法

考虑下列非定常 Stokes方程:

  

ut -
1
2
$u + p̈ = f   ( x I 8 @ J ) ,

divu =
5u1

5x 1
+
5 u2

5x 2
= 0  ( x I 8 @ J ) ,

u = 0  ( x I #) ,

u (#, 0) = u0# 

(37)

此处 J = [ 0, T ]# 与上一节作同样的变换,得到:

  

ut - div R = f   ( x I 8 @ J ) ,

�R = E( u)  ( x I 8 @ J ) ,

u = 0  ( x I #) ,

u (#, 0) = u0# 

(38)

同样, divu = 0蕴含在上式中,由(38) 中第二式对 t 求导,得到

  �Rt = E( ut )# (39)

令 w = u t ,则(38) 的等价形式是:

  

w - div R = f   ( x I 8 @ J ) ,

�Rt = E( w)  ( x I 8 @ J ) ,

w = ut  ( x I 8 @ J )# 
(40)

下面, 对( 40)进行离散# 设时间步长为 S > 0, tn = nS, ( n = 0, 1, ,, N = T / S) ,并记 u
n
=

u ( x , t
n
) ,选取初值 �R0 = E( u0) 记之为 R0, 且 w

n
=

u
n
- u

n- 1

S
, n [ 1# 结合(40) ,得到相应的

对时间的离散形式:

  

w
n
- divRn = f

n
,

�Rn - �Rn- 1

S
= E( wn

) ,

w
n
=

u
n
- u

n- 1

S
,

�R0 = R0,

(41)
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此处 f
n
= f ( x , t

n
)# 对(41) 的每一层再用最小二乘混合元方法进行计算# 定义下列极小二

乘泛函:

  I ( v
n
. q

n
) = ( v

n
- divqn - f

n
, v

n
- divqn - f

n
) +

      �q n
- �qn- 1

S
- E( v

n
) ,
�qn - �q n- 1

S
- E( v

n
) # 

于是,我们得到鞍点问题:求 ( w
n
, Rn) I V @ H 使得

  I ( w
n
, Rn ) = inf

v I V, q I H
I ( v , q)# (42)

记 J
n
= [ t

n- 1
, t

n
] ,则可得相应于问题(42) 的变分形式:

求 ( w
n
, Rn) : J n y V @ H 使得

  a(w
n
, Rn; v , q ) = S( f n

, v - divq )   ( P( v , q) I V @ H ) , (43)

此处

  a(w
n
, R

n
; v , q ) = (�R

n
- �R

n- 1
- SE( w

n
) , �q - SE( v) ) +

      S( wn
- divRn , v - divq )# 

设有限元空间 Vh, H h取成指标为 r 的 Raviart_Thomas
[ 3]
或 Johnson_Thomee

[ 9]
的混合元空

间# 从而,得到问题(37) 的全离散最小二乘混合元格式:

求 ( w
n
h , R

n
h ) : J

n y Vh @ Wh ,使得

  

(�Rnh - �R
n- 1
h - SE( wn

h) , �qh - SE( vh ) ) + S( wn
h - divRnh , vh - divqh ) =

 S(f
n
, vh - divqh )  ( Pvh I Vh, qh I Hh ) ,

�R0h = R0h,

(44)

此处, R0h 是 R0的某个近似# 显然格式的解是存在唯一的# 

3  全离散收敛性分析

为了进行误差分析, 先引入两个投影# 

求 �w : J
n y Vh 由下式决定:

  ( E( w - �w ) , E( vh ) ) = 0   ( Pvh I Vh )# (45)

记 G= w - �w , P= �w - wh 由[ 11] ,有下列标准结果:

  
+ G+0 + h + G+1 [ C + u +r+ 1h

r+ 1
,

5G
5 t 0

+ h
5G
5t 1

[ C + u + r+ 1+
5u
5t r+ 1

h
r+ 1# 

(46)

并记 Q= R- QhR, N= QhR- Rh# 由(43) , (44) 得到误差方程:

  ( (�Rn - �Rnh ) - (�Rn- 1
- �Rn- 1

h ) - SE( wn
- w

n
h ) , �q h- SE( vh) ) +

      S( wn
- w

n
h - div( Rn - Rnh ) , vh - divqh ) = 0, (47)

经过整理,得到:

  ( (�Qn + �Nn) - (�Qn- 1
+ �Nn- 1

) - SE( Gn + Pn ) , �qh - SE( vh) ) +

      S( Gn + Pn - div( pn + Nn) , vh - divqh) = 0, (48)

令 qh = Nn, vh = Pn# 得到

  ( (�Qn + �Nn) - (�Qn- 1
+ �Nn- 1

) - SE( Gn + Pn ) ,�Nn- SE( Pn ) ) +

      S( Gn + Pn - div( Qn + Nn) , Pn - divNn) = 0# (49)

由( 49) ,进一步整理,得
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  左边 = ( (�Nn- �Nn- 1
) - SE( Pn) , �Nn - SE( Pn ) ) +

S( Pn - divNn , Pn- divNn ) = I 1+ I2,

  右边 = - ( (�Qn - �Qn- 1
) - SE( Gn) ,�Nn - SE( Pn) ) -

S( Gn - divQn , Pn - divNn) = I3, (50)

  I 1 = (�Nn - SE( Pn) , �Nn - SE( Pn) ) - (�Nn- 1
,�Nn - SE( Pn) ) \

1
2
[ (�Nn - SE( Pn) ,�Nn- SE( Pn ) ) - (�Nn- 1

,�Nn- 1
) ] =

1
2

(�Nn, �Nn) - (�Nn- 1
,�Nn- 1

) - 2S(�Nn , E( Pn) ) + S2( E( Pn ) , E( Pn) ) # 

由于 I 2 \ 0,有 I 2 \ 1
2
I 2,从而

  左边 \ 1
2

[ (�Nn ,�Nn ) - (�Nn- 1
, �Nn- 1

) ] - 2S(�Nn, E( Pn) ) +

S2( E( Pn) , E( Pn) ) + S( Pn - divNn, Pn - divNn ) = I4# 

由Green公式 (�Nn, E( Pn) ) = - ( Pn , divNn)# 

  I 4 =
1
2
[ (�Nn, �Nn) - (�Nn- 1

,�Nn- 1
) ] +

1
2

S( Pn, Pn) + S(divNn, divNn) + S2( E( Pn) , E( Pn) ) # (51)

由于 divH h < Vh,故

  (divQn, divNn ) = 0,

且

  (�N
n
, E( G

n
) ) = - ( G

n
, divN

n
)# 

从而( 50)简化为

  I 3 = - (�Q
n
- �Q

n- 1
, �N

n
) + S(�Q

n
- �Q

n- 1
, E( P

n
) ) - S( G

n
, P

n
)# (52)

由( 51)和( 52) ,两边对 n 从 0, 1, #, N# 求和,得

  1
2
[ +�NN +2

0- +�N0 +2
0] +

1
2 E

N

n= 0

[ +Pn +2
0+

      +N
n +2

0+ +E( Pn) +2
0S] S [ E

3

-i= 1
| T i | # (53)

下面依次估计 T i ( i = 1, 2, 3) :

  | T i | = E
N

n= 0
(�Q

n
- �Q

n- 1
, �N

n
) = E

N

n= 0

�Qn - �Qn- 1

S
,�N

n
S # 

由于

  �Qn - �Qn- 1

S

2

0
[ CSQ8Q

t
n

t
n- 1

5�Q
5 t

2

dtdx ,

从而,

  | T 1 | [ EE
N

n= 0

+�Nn +2
0S+ CS2

5�Q
5t

2

L
2
(J , L

2
)
# (54)

同理,可得

  | T 2 | [ EE
N

n= 0

+E( Pn) +2
0S

2
+ CS2

5�Q
5t

2

0
, (55)
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  | T 3 | = E
N

n= 0

( Gn , Pn ) S [ EE
N

n= 0

+Pn +2
0S+ C E

N

n= 0

+ Gn +2
0S# (56)

设 n = 0, 1, ,, N 中某个n
* 使得 +�Nn +0取得最大值,仍记为 +�NN +0,对(52) 两边取上确界,

得到

  +�NN +2
0+ E

N

n= 0
[ + P

n +2
0+ +divN

n +2
0+ +E( Pn) +2

0S] S [ C( S
2
+ h

2r+ 2
)# (57)

注意到

  +u
N +2

0 = E
N

n= 1

+u
n +2

0- +u
n- 1 +2

0

S
S [ C E

N

n= 1
S+u

n +2
0 + E+w

n +2
L
2
(J , L

2
) , (58)

此处, w
n
=

u
n
- u

n- 1

S
, 由(57) 和(58) ,有,

  max
0 [ n [ t/ S

+u
n
- u

n
h +2

L
2 + +�Rn - �Rnh +L

2 + +w - wh +2
L
2
( J , L

2
) +

      S+w - wh +L
2
(J , H

1
) [ C ( S2+ h

2r+ 2
) , (59)

由( 48) ,令 qh = 0, vh = Pn# 得到,

  (�Nn- �Nn- 1
, E( Pn) ) - (divNn , Pn) =

      - S( E( Pn) , E( Pn ) ) - ( Gn , Pn) + (�Qn - �Qn- 1
, E( Pn) )# (60)

应用文献[ 9]的Lemma 316于( 58) ,得到# 

  +trN
n +2

0 [ C S2+ h
2r+ 2

+ S( E( Pn ) , E( Pn) ) + +�Nn +2
0 , (61)

从而,

  +tr( R- Rh ) +2
0 [ C S+E( R- Rh) +2

0+ +�R- �Rh +2
0+ S2 + h

2r+ 2 # (62)

从而,得到下列结论:

定理 311  对任意时间步长 S > 0, 最小二乘混合元逼近格式(44) 具有唯一解,且有下列

误差估计

  max
0< n [ T/ S

+�Rn - �Rnh +2
L

2
( 8 ) + +u

n
- u

2
h +2

L
2 +

      +w - wh +2
L
2
( J , L

2
) + S+w - wh +2

L
2
(J , H

1
) = O( S

2
+ h

2r+ 2
) , (63)

  max
0 [ n [ T/ S

+tr( R
n
- R

n
h) +2

0 = O( S
2
+ h

2t+ 2
)# 

常数 C 不依赖于 S, h# 
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Least_Squares Mixed Finite Element Method

for a Class of Stokes Equation

Gu Haiming1,  Yang Danping2,  Sui Shulin1,  Liu Xinmin1

( 11Qin gdao Institute of Chem ica l Technology , Qin gdao 266042, P R China ;

21Depar tm ent of Ma them atics , Shandong Univ er sity , Jinan 250100, P R China )

Abstract: A least_squares mixed finite element method was formulated for a class of Stokes equations

in two dimensional domains. The steady state and the time_dependent Stokes. equations were consid-

ered. For the stationary equation, optimal L2 andH 1 _error estimates are derived under the standard

regularity assumption on the finite element partition(the LBB_condition is not required). For the evo-

lutionary equation, optimal L2 estimates are derived under the conventional Raviart_Thomas spaces.

Key words: Least squares; mixed finite element method; error estimates
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