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均布载荷作用下的两端简支压电梁的解析解
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摘要:  按平面应力问题推导出两端简支压电梁在均布载荷作用下的位移、电势、应力分布的解析

表达式,并与压电有限元的计算结果进行了比较, 为探索压电层的分布感测机理以及验证有限元

等数值方法提供了参考依据# 
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引   言

由于压电材料在智能结构中的广泛应用前景, 所以对其感测与作用机理的研究显得格外

重要[ 1]# 由于力_电耦合效应导致控制方程的解析十分困难, 因此有限元、边界元等的数值

计算方法得到了极大的重视[ 2~ 6]# 显然这些方法及其计算结果的正确性和精度的验证成了

关键# 诚然, 实验是较有效的, 但由于其代价昂贵和条件所限, 因此解析解仍是最常用的依

据# 解析解的主要作用并不在于实际应用,而主要作为数值解的验证标准以及揭示物理本质,

因此大可不必对很复杂的结构进行研究# 但对于几种基本的受力状态很有研究的必要, 单轴

拉伸和纯弯曲状态下剪应力为零, 解析相对比较简单# 梁的平面弯曲状态下由于剪应力的存

在解析困难,特别是考虑层合梁时由于层间应力的存在将使解析解变得更加复杂,很难得到满

足各种边界条件特别是层间连续性条件的解析解# 

我们从压电弹性介质三维本构方程出发,导出了平面应力、平面应变问题的物理方程,在

此基础上本文将讨论压电梁在均布载荷作用下的位移、电势、应力分布状态, 给出了简洁明了

的解析表达式, 并且与有限元的计算结果进行了比较# 

1  基 本方 程

图1为沿 z 轴极化的压电梁,在 x_y 平面内呈各向同性,在 x_z 平面内是正交异性的# 假

定厚度 t 远小于长度 l 及高度H ,那么可以作为 x_z 平面内的平面应力问题进行讨论# 

1) 平衡方程(无体力作用) [ 7]

  
5Rx
5x +

5Szx
5z = 0,

5Rz
5z +

5Szx
5x = 0; (1)

2) 协调方程[ 7]
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52Ex
5z 2

+
52Ez
5x 2 -

52
Czx

5x5z = 0; (2)

3) 物理方程[ 8]

  

Epx

Epz

Cpzx

=

s
p
11 s

p
13 0

s
p
13 s

p
33 0

0 0 s
p
44

Rpx

Rpz

Spzx

-

0 d31

0 d33

d 15 0

Ex

Ez

, (3)

  
Dx

Dz
=

0 0 d 15

d31 d 33 0

Rpx

R
p
z

Spzx

+
g 11 0

0 g 33

Ex

Ez
, (4)

图 1 均布载荷作用下的两端简支压电梁

  
Ex

Ez
=

-
5
5x

-
5
5z

U; (5)

4) 几何方程
[ 7]

:

  
Ex
Ez
Czx

=

5
5x 0

0
5
5z

5
5z

5
5 x

u

w
; (6)

5) 无表面自由电荷的电学方程
[ 9]

  
5Dx

5x +
5Dz

5z = 0; (7)

其中

  s
p
11 =

c33c11- c
2
13

c33c
2
11- c33c

2
12- 2c213c11+ 2c213 c12

, s
p
13 =

- c13

c33 c12- 2c213+ c33c11
,

  s
p
33 =

c11 + c12

c33c12- 2c
2
13+ c33 c11

, s
p
44 =

1
c44

, d31 =
- e33c13+ e31c33

c33 c12- 2c
2
13+ c33c11

,

  d33 =
e33 c12- 2e31 c13+ e33 c11

c33c12- 2c213 + c33 c11
, d15 =

e15
c44

, g11 =
e
2
15

c44
+ g

p
11,

  g33 =
c12g

p
33 c33 + c12 e

2
33 - 2c213g

p
33 + 2c33e

2
31- 4c13e33 e31 + c11g

p
33 c33+ c11 e

2
33

c33c12- 2c
2
13+ c33 c11

,

上面式中 R 、 E 、 D 、E 分别表示应力、应变、电位移、电场强度, u、w、U表示位移和电
势, s

p
ij、d ij、g ij 分别表示压电材料的短路柔度系数、压电应变常数与自由介电常数矩阵# cij、

e ij、g
p
ij 分别为压电体三维状态下的短路刚度系数、压电应力常数与夹持介电常数# 

2  均布载荷作用下的两端简支压电梁解析解
如图 1,两端简支的压电梁受均布载荷 q 作用,下表面接地# 
由平衡方程可知,平面应力问题存在应力函数 <,使

  Rx =
52<
5z 2

, Rz =
52<
5x 2, Szx = -

52<
5z5x# (8)

把( 8)、( 5)代入( 4)再代入( 7)得

  ( d33- d15)
53<p

5z5x 2- g11
52U
5x 2 + d31

53<p

5z 3
- g33

52U
5z 2

= 0# (9)

把式( 7)、( 5)代入( 3)再代入( 2) ,可得
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  s11
54
<
p

5z 4
+ (2s13+ s44)

54
<
p

5z 25x 2 + s33
54<p

5x 4 - d31
53
U

5 z
3 -

      ( d33- d15)
53
U

5z5x 2 = 0# (10)

对于均布载荷作用下的两端简支压电梁,可假设

  Rz =
d
dz

f 2( z )# (11)

把( 11)代入( 8) ,并积分得应力函数为

  < =
1
2

d
dz

f 2( z ) x
2
+ f 0( z ) + f 1( z ) x# (12)

把上式代入( 8) , 得

  

Rx =
1
2

d3

dz 3
f 2( z ) x

2
+

d
2

dz 2
f 0( z ) +

d
2

dz 2
f 1( z ) x ,

Szx = -
d2

dz 2
f 2( z ) x -

d
dz

f 1( z )# 
(13)

由对称性 Rx ( x ) = Rx(- x ) , Szx ( x ) = - Szx(- x ) 可令

  f 1( z ) = 0# (14)

把( 12)代入( 9)、( 10)可得

  - d15
d2

dz2
f 2( z ) - g11

52

5x 2 U+ d 31
1
2

d
4

dz4
f 2( z ) x 2

+
d
3

dz 3
f 0( z ) +

      d33
d2

dz 2
f 2( z ) - g33

52

5z 2
U= 0, (15)

  s
p
11

1
2

d5

dz 5
f 2( z ) x 2

+
d4

dz 4
f 0( z ) + 2s

p
13

d3

dz
3f 2( z ) - d31

53

5z 3
U-

      d33
53

5z5x 2 U+ s
p
44

d3

dz
3f 2( z ) + d15

53

5z5x 2 U= 0# (16)

由( 15)式解得 52 U/5x 2
,再代入(16) 式并积分可得

  U=
1
2

( s
p
11g11- d 33d31+ d31d 15)

d
2

dz2
f 2( z ) x 2

+ 2 d
dz

f 0( z ) +

      ( 4sp13g11+ 4d33d15 - 2d2
33+ 2sp44g11 - 2d2

15)f 2( z )

      ( d31g11- d 33g33 + d15g 33) +
1
2
f 3( x ) z

2
+ f 4( x ) z + f 5( x )# (17)

上面式子中, f 2( z )、f 0( z )、f 3( x )、f 4( x )、f 5( x ) 均为待定函数# 

把上式代入( 15)式,可得

- d15
d2

dz 2
f 2( z ) - g11

1
2

s
p
11g33 - d

2
31

d 31g11- d33g33+ d15g 33

d4

dz 4
f 2( z ) x 2

+
1
2

d2

dx 2f 3( x ) z
2
+

    d
2

dx 2f 4( x ) z +
d
2

dx 2f 5( x ) +
s
p
11g 11- d33d31+ d 15d31

d31g 11- d33g33+ d15g33

d
2

dz 2
f 2( z ) + d 31

d
3

dz 3
f 0( z ) +

    d33
d2

dz
2f 2( z ) -

g33

d31g11- d33g33+ d 15g33
( s

p
11g 11- d33d11+ d 15d31)

d3

dz 3
f 0( z ) +

    (2sp13g11+ 2d33d15 - d
2
33+ s

p
44g 11- d

2
15)

d2

dz 2
f 2( z ) - g33f 3( x ) = 0# (18)

上式对于任意的 x、z 都成立,由此可得到 f 2( z )、f 0( z )、f 3( x )、f 4( x )、f 5( x ) 函数的表达式# 

619均布载荷作用下的两端简支压电梁的解析解



至此已得到压电体的应力函数 <、电势 U的一般表达式,把它们分别代入(5)、(8) 得到应力、电

场强度的分布, 再代入(6) 并积分可得压电体的位移表达式 # 其中待定常数可由下列边界条

件确定 :

主要应力边界条件:

  Rz | z= ? H / 2 = 0, Szx | z= ?H / 2 = 0; (19)

放松应力边界条件:

  x = ? l :Q
H / 2

- H / 2
Rx dz = 0, (20)

  Q
H / 2

- H / 2
Rxzdz = 0, (21)

  Q
H / 2

- H / 2
Szxdz = ql ; (22)

位移边界条件:

  x = - l , z = 0: u = 0, w = 0, (23)

  x = l , z = 0: w = 0; (24)

电学边界条件:

  D z | z= H / 2 = 0, U | z= - H / 2 = 0# (25)

把应力、位移、电位移及电势的表达式代入上述边界条件,最终可得到位移和电势:

u =
q

10H
3
g
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(5d
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31g11xH
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w =
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p
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p
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p
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p
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p
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31d33z
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p
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p
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p
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p
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p
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+

80g11g33 s
p
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p
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p
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+
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)# (28)

3  算   例

作为应用, 图 2~ 12, 给出位移、应力和电势的计算结果, 并与文[ 5]有限元结果进行比

较# 压电梁的材料为 PZT_4压电陶瓷,其几何参数为 l = 013 m, H = 0102 m, t = 01002 m# 

作用在其上表面的均布载荷 q = 10 N/ m2
,其力学与电学性能参数分别列于表 1# 

表 1 PZT_4的物理参数[ 6]

物理参数 c 11 c12 c 13 c33 c 44 e31 e 33 e15 g 11 g33

量纲 @ 1010Pa C/ m2 @ 10- 9C/ V#m

数值 1319 7178 7143 1113 2156 - 6198 13184 13144 6100 5147

  图 2 位移 u 沿 x 轴的变化 ( z = H / 2)      图 3 位移 u 沿z 轴的变化 ( x = l / 4)
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 图 4  位移 w 沿 x 轴的变化 ( z = 0)       图 5  位移 w 沿 z 轴的变化 ( x = 0)

  图 6 应力 Rx 沿 x 轴的变化 ( z = H / 2)      图 7 应力 Rx 沿 z 轴的变化 ( x = 0)

  图 8  应力 Szx 沿 x 轴的变化 ( z = H / 4)       图 9  应力 Szx 沿 z 轴的变化 ( x = l/ 4)

图 10 应力 Rz 沿z 轴的变化
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 图 11 电势沿 x 轴的变化 ( z = H / 2)       图 12  电势沿 z 轴的变化 ( x = 0)

4  结 束语

本文利用压电介质的二维本构关系,推导出压电梁在均布载荷作用下的位移、电势分布的

解析表达式,可为有限元等数值解提供检验依据,例如文献[ 5]的有限元方法采用八节点非协

调块元,其计算结果与本文的解析解吻合很相当好# 当考虑层合梁时, 由于层间剪切的作用,

解析解变得十分困难# 作为基础, 本文研究了纯压电梁平面弯曲的情况,其结论对深入了解压

电层的力_电耦合特性是有价值的# 对于层合梁平面弯曲的解析解的研究,尚待进一步探讨# 
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A bst ra ct: On the basis of two_dimensional constitutive relationships of piezoelectric materials, the

analytic solution for simply supported piezoelectric beams under uniform exterior pressure was de-

rived. Furthermore the results were also compared with the ones of FEM for piezoelectric materials.

Thus the foundation for further research of piezoelectric materials. distribution sensing mechanism

and the validation of numerical methods such as FEM is provided.
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