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摘要:  利用作者得到的一个新的不动点定理,在非紧广义凸空间内证明了拟平衡问题的几个新

的平衡存在性定理# 这些定理改进和推广了最近文献中许多已知结果# 
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引   言

设 X 和 Y 是非空集, 2X 是X 的一切子集的族# 设T: X y Y是单值映象,A : X y 2X 是集

值映象和 f : X @ Y y R G ? ] 是一函数# 拟平衡问题 QEP(T ,A , f ) 是寻求 x̂ I X 使得

  
x̂ I A( x̂ ) ,

f ( x̂ ,T x̂ ) [ f ( y ,Tx̂ ) ,   Py I A( x̂ )# 
(1)

此问题首先由Noor和Oettli[ 1]引入和研究# Cubiotti[ 2]和 Ding[ 3]在有限维空间 R
n和拓扑矢量空

间内对QEP( T, A, f ) 证明平衡点的某些存在性定理# 

最近 Lin和 Park[ 4]研究了下面拟平衡问题QEP( A, f ) ,即寻求 x̂ I X 使得

  
x̂ I A( x̂ ) ,

f ( y , x̂ ) \ 0,   Py I A( x̂ ) ,
(2)

其中 A: X y 2
X
和f : X @ X y R G ? ] # 他们在没有线性结构的紧G_凸空间内对QEP(A ,

f ) 证明了某些平衡存在性定理# 

QEP(T ,A , f ) (1) 和QEP(A, f ) (2) 包含了很多最优化问题, Nash型平衡问题, 拟变分不等

式问题,拟补问题和其他问题作为特殊情形, 参见[ 1 ~ 4] 和其中的参考文献# 

在本文内, 应用作者[ 5]在非紧 G_凸空间内得到的一个新的不动点定理, 在非紧 G_凸空间

内对 QEP( T, A, f ) (1) 和QEP(A, f ) (2) 证明几个新的平衡点的存在定理# 这些定理包含了这

一领域中的很多关键的已知结果作为特殊情形# 

1  预 备知 识

令 X 和 Y 是两个非空集# 我们分别用 2Y和 F ( X ) 表 Y 的一切子集的族和X 的一切非
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空有限子集的族# 如果 X 是拓扑空间, 称X 的子集A 在X 内是紧开(紧闭) 的,如果对 X 的任

意非空紧子集 K , A H K 在K 内是开(闭) 的# 下面概念由 Ding[ 6] 引入# 对任意给定的X 的

非空子集 A ,我们定义 A 的紧闭包 ccl( A ) 和 A 的紧内部 cint( A ) 如下:

  ccl( A) = H B < X : A < B 且B 在X 内是紧闭的 ,

  cint( A ) = G B < X : B < A 且B 在X 内是紧开的 # 

容易看出 cint( A ) ( ccl( A) ) 在 X 内是紧开(紧闭) 的,且对X 的每一满足A H K X ª 的非空紧
子集 K ,我们有 ccl( A ) H K = clK ( A H K ) 和 cint ( A) H K = intK ( A H K ) , 其中 clK ( A H K )

和intK ( A H K ) 分别表A H K 在K 内的闭包和内部# 显然X 的一子集A 在X内是紧开(紧闭)

的当且仅当 cint( A ) = A ( ccl( A) = A )# 如果 X 和Y 是两个拓扑空间和G: X y 2
Y
是一集值

映象,称 G是转移紧开值(转移紧闭值) 的如果对每一 x I X 和对Y的每一满足 G( x ) H K X

ª 的紧子集K , y I G( x ) H K ( y I/ G( x ) H K ) 蕴含存在一点 xc I X 使得y I intK (G( xc) H

K ) ( y I/ clK (G( xc) H K ) )# 显然每一个开值(闭值) 映象G: X y 2Y是转移开值(转移闭值) 的

(见Tian[ 7] 的定义6和7)且也是紧开值(紧闭值) 的# 每一转移开值(转移闭值) 映象G: X y

2Y是转移紧开值(转移紧闭值) 的并且其逆一般不真# 称映象G: X y 2Y在X上有局部交性质

如果对每一 x I X 具有G( x ) X ª,存在 x 在X 内的开邻域N ( x ) 使得 Hz I N ( x )G( z ) X ª# (见

Wu和Shen[ 8] )# [ 8, p163] 的例子说明具有局部交性质的集值映象可以没有开逆值性质# 现

在我们对集值映象引入下面新概念# 称 G: X y 2Y有紧局部交性质, 如果对X 的每一非空紧

子值 K 和对每一 x I K 具有 G( x ) X ª ,存在 x 在X 内的开邻域N( x ) 使得 H z I N (x ) HKG( x )

X ª# 显然如果G有紧局部交性质,则G在 K 上的限制 G | K : K y 2Y有局部交性质,每一具

有局部交性质的集值映象有紧局部交性质且其逆一般不真# 

下面广义凸(或 G_凸) 空间概念由Park和Kim[ 9, 10] 引入# 称( X , D; #) 是一G_凸空间如

果 X 是一拓扑空间, D 是X 的非空子集和 #: F ( D) y 2
Y
使得

( 1) 对 A , B I F ( D) , A < B 蕴含 #( A) < #( B ) ;

( 2) 对每一 A I F ( D) 具有 | A | = n+ 1,存在连续映象 <A : $n y #( A) 使得B I F ( A )

具有 | B | = J + 1蕴含 <A ( $J ) < #( B ) ,其中 | A | 表 A 的基数, $n 是n_维标准单形和 $J表

对应于 B I F ( A ) 的 $n 的面# 

当 D = X 时,我们记( X , X ; #) 为( X , #)# 令( X , D; # ) 为G_凸空间和K < X# 称K 是

G_凸的如果对每一N I F (D ) , N < K 蕴含 #(N ) < K# 一个函数 f : K y R G ? ] 称为

是G_拟凹(G_拟凸)的如果对每一 KI R,集 x I K : f ( x ) > K ( x I K : f ( x ) < K ) 是G_

凸的# G_凸空间概念是许多具有各种凸结构的拓扑空间的推广, 它包含了 Komiya
[ 11]
和

Lassonde[ 12] 的凸空间,Horvath[ 13] 的伪凸空间, Horvath[ 14, 15] 的H_空间等作为特殊情形# 详情

参见 Park和Kim[ 9, 10]# 

为了证明主要定理我们需要下面结果,它是 Ding[ 16]的引理 111# 

引理 111  设 X 和Y是拓扑空间, K 是X 的非空紧子集和G: X y 2Y是集值映象使得对每

一 x I K , G( x ) X ª# 则下列条件等价:

( Ñ) G有紧局部交性质;

( Ò) 对每一 y I Y,存在 X 的开子集 Oy (可以是空集) 使得 Oy H K < G- 1
( y ) 且有 K

= G y I Y ( Oy H K ) ;
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( Ó) 存在集值映象 F: X y 2Y使得对每一y I Y, F- 1
( y ) 是开集或空集, F- 1( y ) H K <

G- 1
( y ) , Py I Y,且有 K = G y I Y (F

- 1
( y ) H K ) ;

( Ô) 对每一 x I K , 存在 y I Y使得x I cint G- 1
( y ) H K 且有K = G y I Y( cint G

- 1
( y ) H

K ) = G y I Y (G
- 1
( y ) H K ) ;

( Õ) G- 1
: Y y 2X 是转移紧开值的# 

注 11 1 引理 111 改进和推广了 Ding[ 17, 18]的引理 1# 

引理 112  设 X 和Y 是拓扑空间, D 是X 的非空闭子集和 5 , 7 : X y 2Y是两个集值映象

具有非空值使得对每一 x I X , 5 ( x ) < 7 ( x )# 假设 5- 1, 7- 1
: Y y 2X 在Y上是转移紧开值

的# 则由下式定义的映象G: X y 2Y:

  G( x ) =
5 ( x ) ,   x I D,

7 ( x ) ,   x I X \ D

使得 G- 1
: Y y 2X 也在Y 上是转移紧开值的# 

证明  因 5( x ) < 7 ( x ) 对每一 x I X成立, 对任意给定的 y I Y, 有5
- 1
( y ) < 7

- 1
( y )# 

由此推得

  G- 1
( y ) = x I X : y I G( x ) =

x I D: y I 5 ( x ) G x I X \ D: y I 7 ( x ) =

( D H 5- 1
( y ) ) G [ ( X \ D) H 7 - 1

( y ) ] =

[ ( D H 5
- 1
( y ) ) G ( X \ D) ] H [ ( D H 5

- 1
( y ) ) G 5

- 1
( y ) ] =

[ X H ( 5- 1( y ) G ( X \ D) ) ] H [ ( D G 7- 1
( y ) ) H (5- 1

( y ) G 7- 1
( y ) ) ] =

[ 5- 1( y ) G ( X \ D) ] H 7- 1
( y ) =

5- 1
( y ) G [ ( X \ D) H 7- 1

( y ) ] # 

因此对 X 的每一非空紧子集K ,有

  G- 1
( y ) H K = ( 5- 1

( y ) H K ) G [ ( X \ D) H 7- 1
( y ) H K ]# 

如果 x I G- 1
( y ) H K ,则我们有或 x I 5- 1

( y ) H K 或x I ( X \ D ) H 7- 1
( y ) H K# 如果

x I 5- 1
( y ) H K ,注意到 5- 1在 Y 上是转移紧开值的,存在 yc I Y使得

  x I intK ( 5
- 1
( yc) H K ) < intK (G

- 1
( yc) H K )# 

如果 x I ( X \ D) H 7
- 1
( y ) H K ,注意到( X \ D)是开集和 7

- 1
是转移紧开值的,使用类似的

论证,我们能证明存在 yc I Y使得x I intK (G
- 1
( yc) H K )# 这就证明了 G- 1在 Y 上是转移

紧开值的# 

注 11 2 引理 112 改进了 Ding[ 3]的引理 114 和 Cubiotti[ 2]的命题 411# 

下面结果是Ding[ 5]的定理 213的特殊情形# 

定理 111  设 ( X , # ) 是G_凸空间和K 是X 的非空紧子集# 令G: X y 2X 是集值映象使

得

( � ) G满足引理 111中的条件( Ñ ) ~ ( Õ) 之一;

( � ) 对每一 x I X , G( x ) 是非空G_凸的;

( � ) 对每一 N I F ( X ) , 存在 X 的非空紧 G_凸子集LN 包含N 使得

  LN \ K < G
y I L

N

cint( G- 1
( y ) )# 
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则存在一点 x̂ I X 使得x̂ I G( x̂ )# 

注 11 3 如果 X 是紧的,由令 X = K = LN ,对每一 N I F ( X ) , 条件( � ) 被自动满足# 因此定理11 1推

广了L in和 Park[ 4] 的定理 2到非紧设置# 

2  QEP( T, A, f ) 和 QEP(A, f ) 的平衡存在性

我们首先证明QEP(T, A, f ) 的下面平衡存在性定理# 

定理 211  设 ( X , #) 是G_凸空间, K 是X 的非空紧子集和Y是非空集# 令T : X y Y,A :

X y 2
X
和f : X @ Y y R G ? ] 使得

( � ) A有非空 G_凸值且满足引理 111中的条件( Ñ ) ~ ( Õ) 之一;

( � ) 集 D = x I X : x I A( x ) 在 X 内是闭的;

( � ) 由下式定义的映象 P, B: X y 2
X
:

  P( x ) = y I X : f ( x , Tx ) - f ( y ,Tx ) > 0 ,

  B( x ) = y I A( x ) : f ( x ,Tx ) - f ( y ,Tx ) > 0

都有紧局部交性质;

( � ) 对每一 x I X , y |y f ( y ,Tx ) 是 G_拟凸的;

( � ) 对每一 N I F ( X ) ,存在X 的非空紧 G_凸子集LN 包含N 使得对每一x I LN \ K ,

如果 x I/ D, 则存在 y I LN 使得 x I cint A- 1
( y ) ; 如果 x I D, 则存在 y I LN 使得 x I

cint( x I A- 1
( y ) : f ( x ,Tx ) - f ( y ,Tx ) > 0 )# 则存在 x̂ I X 使得

  
x̂ I A( x̂ ) ,

f ( x̂ ,T x̂ ) [ f ( y ,Tx̂ ) ,   Py I A( x̂ ) ,

即 x̂ 是QEP( T, A, f ) 的平衡点# 

证明  定义映象 G: X y 2X 如下:

  G( X ) =
B( x ) ,   x I D,

A( x ) ,   x I X \ D# 

从条件( � )和引理 111推得 B- 1, A- 1: X y 2X 都在X 上是转移紧开值的# 注意到 B( x ) <

A( x ) 对每一 x I X 成立,由引理112, G- 1
: X y 2

X
也在X 上是转移紧开值的# 由假设( � ) 和

( � ) ,对每一 x I X , G( x ) 是G_凸的# 现在假设对每一 x I D, B( x ) = A( x ) H P( x ) X ª ,
则对每一 x I X ,由( � ) , G( x ) X ª# 容易看出条件( � ) 蕴含定理111的条件( � ) 成立# 因

此定理 111的所有条件均被满足# 由定理 111, 存在 x̂ I X 得x̂ I G( x̂ )# 由 D和 G的定义,

我们必有 x I X : x I G( x ) < D# 由此推得 x̂ I A( x̂ ) H P( x̂ ) H D# 特别我们得到 f ( x̂ ,

Tx̂ ) - f ( x̂ , Tx ) > 0,这是不可能的# 所以存在 x̂ I D使得A( x̂ ) H P( x̂ ) = ª,即是 x̂ I A( x̂ )

和 f ( x̂ , Tx̂ ) [ f ( y ,T x̂ ) 对一切 y I A( x̂ ) 成立# 这就完成了证明# 

注 21 1 定理 211 在更弱的假设下改进和推广了 Ding[ 3]的定理 211 和 Cubiotti[ 2]的定理 412 从拓扑矢量

空间到没有线性结构的非紧 G_凸空间# 

定理 212  设 ( X , #) 是G_凸空间, K 是X 的非空紧子集和Y 是拓扑空间# 设T: X y Y,

A: X y 2X 和f : X @ Y y R G ? ] 使得

( � ) A有非空 G_凸值使得A
- 1
: X y 2

X
在X 上是紧开值的;

( � ) 集 D = x : x I A( x ) 在 X 内是闭的;
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( � ) T 和 f 是连续的使得对每一x I X , y | y f ( y ,Tx ) 是 G_拟凸的;

( � ) 对每一 N I F ( X ) 存在 X 的非空紧G_凸子集LN 包含N 使得对每一 x I LN \ K ,

如果 x I/ D,则A( x ) H LN X ª ;如果 x I D,则存在 y I A( x ) H LN 满足f ( y ,Tx ) < f ( x ,Tx )# 

则QEP(T ,A, f ) 有一平衡点 x̂ I X # 

证明  定义 P: X y 2X 如下:

  P( x ) = y I X : f ( x , Tx ) - f ( y ,Tx ) > 0 ,   Px I X# 

因为T 和 f 都是连续映象, 我们有对每一 y I X P- 1
( y ) = x I X : f ( x ,Tx ) - f ( y ,Tx ) >

0 在X 内是开的且因此P- 1
: X y 2X有紧开值# 由假设A- 1有紧开值且因此B- 1

= (A H P)- 1

= A
- 1 H P

- 1
也有紧开值# 由引理 111, 定理 211的条件( � ) 被满足# 由条件( � ) , 对每一

x I LN \ K , 如果 x I/ D我们有 A( x ) H LN X ª 且因此存在 y I LN 使得x I A- 1
( y ) = cint

A- 1
( y ) 因为A- 1

( y ) 是紧开的; 如果 x I D 我们有 y I LN 和 x I A- 1
( y ) H P- 1

( y ) = cint

(A
- 1
( y ) H P

- 1
( y ) ) = cint( x I A

- 1
( y ) : f ( x , Tx ) - f ( y ,Tx ) > 0 ) ,因为A

- 1
( y ) H P

- 1
( y )

是紧开的# 因此定理 211的条件( � ) 被满足# 容易看出定理 211的一切条件被满足# 由定

理211知定理 212的结论成立# 

定理 213  设 ( X , #) 是G_凸空间, K 是X 的非空紧子集,设A: X y 2X 和f : X @ X y R G

? ] 使得

( � ) A有非空G_凸值使得A
- 1
: X y 2

X
有紧开值和由令( cl A) ( x ) = cl A( x ) 定义的映象

cl A: X y 2X 是上半连续的 ;

( � ) f 是连续函数使得对每一x I X , y |y f ( y , x ) 是 G_拟凸的;

( � ) 对每一 N I F ( X ) ,存在X 的非空紧 G_凸子集LN 包含N 使得对每一x I LN \ K ,

如果 x I/ �D = x I X : x I cl A( x ) ,则A( x ) H LN X ª;如果 x I �D , 则存在 y I A( x ) H
LN 满足f ( y , x ) < f ( x , x )# 

则存在 x̂ I X 使得x̂ I cl A( x̂ ) 和 f ( x̂ , x̂ ) [ f ( y , x̂ ) 对一切 y I A( x̂ ) 成立# 

如果再假设对一切 x I X , f ( x , x ) \ 0, 则我们有 x̂ I cl A( x̂ ) 和 f ( y , x̂ ) \ 0, Py I
A( x̂ ) ,即 x̂ 是 QEP( A, f ) (2) 的一平衡点# 

证明  因为 cl A: X y 2
X
是上半连续的具有闭值, 集 �D = x I X : x I cl A( x ) 必是

闭集# 由令 Y = X ,T 是恒等映象和 �D 代替D ,容易看出定理 212的一切条件被满足# 由定

理212,存在 x̂ I X 使得x̂ I cl A( x̂ ) 和 f ( x̂ , x̂ ) [ f ( y , x̂ ) , Py I A( x̂ )# 如果再设对一切 x

I X , f ( x , x ) \ 0,则我们有 x̂ I cl A( x̂ ) 和 f ( y , x̂ ) \ 0, Py I A( x̂ ) , 即 x̂ 是QEP( A, f ) (2)

的平衡点# 

注 21 2 如果 (X , # ) 是紧G_凸空间,由令 X = K = LN 对一切N I F (X ) ,则定理 213的条件( � ) 被平

凡满足# 因此定理 213 推广了 Lin 和 Park[ 4] 的定理 4 到非紧设置# 

由定理213我们得到广义拟平衡问题的下面存在性结果# 

定理 214  设 ( X , #) 是 G_凸空间, K 是X 的非空紧子集和Y是拓扑空间# 令T : X y 2Y

有一连续选择 g: X y Y 和令A: X y 2
X
, <: X @ Y @ X y R G ? ] 使得

( � ) A满足定理 213的条件( � ) ;
( � ) <是连续函数使得对每一( x , y ) I X @ Y, z | y <( x , y , z ) 是 G_拟凸的;

( � ) 对每一 N I F ( X ) ,存在X 的非空紧 G_凸子集LN 包含N 使得对每一x I LN \ K ,
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如果 x I/�D = x I X : x I cl A( x ) ,则A( x ) H LN X ª;如果 x I �D ,则存在 y I A( x ) H

LN 满足 <( x , g( x ) , y ) < <( x , g( x ) , x )# 

则存在 x̂ I X 和 ŷ = g ( x̂ ) I T( x̂ ) 使得

  
x̂ I cl A( x̂ ) ,

<( x̂ , ŷ , x̂ ) [ <( x̂ , ŷ , z ) ,   Pz I A( x̂ )# 

如果进一步假设 <( x , g( x ) , x ) \ 0, Px I X , 则有

  
x̂ I cl A( x̂ ) ,

<( x̂ , ŷ , z ) \ 0,   Pz I A( x̂ )# 

证明  定义 f : X @ X y R G ? ] 如下:

  f ( z , x ) = <( x , g ( x ) , z ) ,   P( z , x ) I X @ X# 

则定理214的结论由定理 213推得# 

注 21 3 定理 214 推广了 Lin 和 Park[ 4]的系 5 到非紧设置且在几方面推广了 Chang等[ 19]的定理 311# 
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Quasi_Equilibrium Problems in Noncompact

Generalized Convex Spaces

Ding Xieping

( Depa rtm ent of Mathema tics , Sichuan Norm al Un iver sity , Chengdu 610066, P R China )

Abstract: By applying a new fixed point theorem due to the author, some new equilibrium existence

theorems of quasi_equilibrium problems are proved in noncompact generalized convex spaces. These

theorems improve and generalize a number of important known results in recent literature.

Key words: fixed point; quasi_equilibrium problem; compactly local intersection property; genera-l

ized convex space
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