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强非线性问题的改进的 L_P解法
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摘要:  用改进的 L_P 法求解了一类平方强非线性自由振动问题和一类非振动型的强非线性问题,

得到了精度很好的一级近似解,方法与通用的改进的L_P法稍有不同# 

关  键  词:  改进的 L_P法;  强非线性;  振动;  微分方程

中图分类号:  TB12; TB11   文献标识码:  A

引   言

强非线性振动问题

  &u + X2
0u = Ef ( u, Ûu , &u ) , (1)

式中标号/ #0表示对自变量 t求导, X0、E均为任意常数,当 E不是小量时(强非线性) ,近年来已

经有数种改进的 L_P 解法# 例如, 文[ 1]令

  S = Xt , (2)

  X
2
= 4X

2
0+ X1E+ X

c
2E

2
+ ,, (3)

  A= X1E/ (4X
2
0+ X1E) , (4)

  u = u0+ Au1+ A2u2+ ,# (5)

式中 X1、X
c
2、,均为任意常数, 将式(2) ~ (5) 代入式(1) , 然后用通常的摄动方法求解# 

文[ 2]则把式( 3)、( 4)改为

  X
2
= X

2
0+ X1E+ X

c
2E

2
+ ,, (3)c

  A= X1E/ ( X
2
0+ X1E)# (4)c

但由式( 4)、( 4)c知,对于实际问题,可能出现 | A| > 1的情况,此时,如果仍按式( 5) 将未

知函数展为参数 A的幂级数显然不合理了# 为此, 本文把式(3) 改为(3)c;式(4) 则改为

  A= X
2
1E/ ( X

2
0+ X

2
1E)# (6)

对于非振动型强非线性问题, 本文也提出了类似于强非线性振动问题的求解方法# 

1  一类平方强非线性自由振动问题的解法

兹研究下列平方强非线性自由振动问题

  &u + X2
0u + E( a1u

3
+ Ûu2

) = 0, (7)
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式中 E为参数,可以不是小量, a1 为任意常数,由式(6) 得

  E= X
2
0 X

- 2
1 A+ O( A

2
)# (8)

代入式( 3)c得

  X2
= X2

0+ X20 X
- 1
1 A, (9)

  X
- 2

= X
- 2
0 (1- X

- 1
1 A)# (10)

以下均只准确至 O( A)# 将式(5)、(8)、(10) 代入式(7) 得

  d
2
u0/ dS

2
+ u0 = 0# 

  
d2u1

dS2
+ u1 = X

- 1
1 u0- X

2
0 X

- 2
1 ( a1 X

- 2
0 u

3
0 + Ûu2

0)# (11)

于是得

  u0 = acos( S+ B) , (12)

式中 a、B为积分常数,由初始条件决定, 而式(11) 则成为

  
d2u1

dS2
+ u1 = X- 1

1 acos( S+ B) - X- 2
1 X20a

2
aa1 # X- 2

0
3
4
cos( S+ B) +

      1
4 cos3( S+ B) +

1 - cos2( S+ B)
2 # 

为了消去 u1的长期项,应有

  X1 = 3a1a
2
/ 4# (13)

如果用文[ 2]的方法求解本问题,仍然可以得到式( 13) # 但由式( 4)c及( 13)知, 当 a1 为负

值时,可能有 | A| > 1,这是不合理的# 

取 X0 = 1,故得

  d2u1/ dS
2
+ u1 = - 4(9a1a)

- 1cos3( S+ B) -

      8(9a2
1a

2
)
- 1 # [ 1- cos2( S+ B) ]# (14)

故得

  u1 = - 8(9a2
1a

2
)
- 1

+ (18a1a )
- 1cos3( S+ B) -

      8(27a
2
1a

2
)
- 1

cos2( S+ B)# (15)

于是,利用式( 6)、( 13)得式( 7)的一级近似解为 ( X0 = 1)

  u = acos( Xt + B) +
a1a

3
E

(16+ 9a2
1a

4E)
# -

8
a1a

+

      1
2
cos3( Xt + B) - 8(3a1a)

- 1 # cos2( Xt + B) # (16)

由式( 3)c、( 13)有

  X = 1 + (3/ 4) a1a
2E# (17)

2  当 E n 1时,式( 7) 的解

1)  当 E n 1时,文[ 3] 研究了下列问题

  &u + u + E
2
u
3
+ EÛu2

= 0, (18)

如果令 a1 = E及 X0 = 1, 则本文所研究的问题式(7) 便变成了式(18) # 

文[ 3]得到了式( 18)的解为(文[ 3] p. 129式( 42)、( 43) )

742 袁   镒   吾    刘   又   文



  u = �a cos( �Xt + B0) -
1
6
E�a2

[ cos2( �Xt + B0) + 3] + ,, (19)

  �X = 1+ 012083E2a2# (20)

其中为了和本文相区别, 将文[ 3]中的 a、X分别改为�a、�X# 

2)  当 En 1时,本文的式(16)、(17) 仍然适用,在式(16) 中,略去 cos3( Xt+ B) ,并设 a [

1及 a1 = E,则式(16) 近似成为

  u = acos( Xt + B) -
1
2 a

2
E-

1
6 a

2
Ecos2( Xt + B)# (21)

式( 17)则成为

  X = 1+ 01375E2a2# (22)

可见,式( 19)和式( 21)只有很小的差异,而这差异是由于在运算过程中, 没有把 a1 视为参量而

按照 A展为幂级数所引起的# 

通过上述检验, 可见式( 16)、( 17)是可靠的# 

3  一类非振动型强非线性问题的解法

当 u 值不是很大时(在平衡位置附近) ,试求解

  &u + E(- bu + u
3
) = 0, (23)

  u(0) = 1,  Ûu (0) = 0, (24)

式中 E可以不是小量, b 为常数,以后将指出,当 b 为正值时, 应用 b < 1/ 2# 当 b < 0时,式

(23) 便成为 Duff ing 方程# 

先研究

  &u + ( P
2
b - X1E) u + E(- bu + u

3
) = 0, (25)

  u(0) = 1,  Ûu (0) = 0, (24)

如果

  P
2
b = X1E, (26)

则式( 25)蜕变成为式( 23) , 令

  A= X2
1E/ (1+ X2

1E) , (27)

则有

  E= X- 2
1 A+ O( A2)# (28)

以后均只准确至 O( A) ,将式(5)、(28) 代入式(25) 可得

  &u0+ A&u1+ ( P
2
b - AX- 1

1 ) ( u0+ Au1) +

      AX- 2
1 [- b( u0+ Au1) + ( u0+ Au1)

3
] = 0# 

故得

  &u0+ P
2
bu0 = 0,

  &u1+ P
2
bu1 = u0 X

- 1
1 - X

- 2
1 (- bu0 + u

3
0) ,

  u0(0) = 1,  
du0

dS(0) = 0;  u1(0) =
du1

dS (0) = 0,

于是,

  u0 = cosPbt , (29)

  &u1+ P
2
bu1 = X

- 1
1 cosPbt - X

- 2
1 [- bcosPbt +

1
4
(3cosPbt + cos3Pbt ) ] ,
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为了使 u 值不是很大, u1中不应含有长期项,故应该有

  X1 = - b + 3/ 4, (30)

于是有

  &u1+ P
2
bu1 =

4

(- 4b+ 3)
2 # cos3Pbt# (31)

式( 25)、( 24)的一级近似解为

  u = cosPbt +
A

2(- 4b + 3)
2 # ( cos3Pbt - cosPbt ) (32)

要使得上式成为式( 23)、( 24)的解,必须利用式( 26)# 由式( 26)、( 30)得

  Pb = (- b+ 3/ 4) E# (33)

由式( 30)、( 27)得

  A= (- b + 3/ 4) 2E/ [ 1 + (- b + 3/ 4) 2E]# 

于是,式( 23)、( 24)的一级近似解为

  u = cosPbt +
E/ 32

1+ (- b+ 3/ 4)
2
E

# ( cos3Pbt - cosPbt ) + O( A
2
) , (34)

其中 Pb由式(33) 确定# 

令 b = 1/ 8, E= 4, 则式(34) 成为

  u = (39/ 41) cos11581 1t + (2/ 41) cos3 @ 11581 1t# (35)

  Ûu = - 11504 0sin115811t - 01231 4sin3 @ 11581 1t# (36)

现求式( 23)、( 24)的精确解# 由式( 23)得

  ÛudÛu = - E(- bu + u
3
) du# 

   表  1 ( b = 1/ 8, E= 4)

t
u

式( 35)

Ûu

本  文

式(36)

精  确

式( 38)

0      1      0      0

011      01982 75      - 01342 5      - 01342 6

013 01853 39 - 01915 8 - 01896 3

015 01634 12 - 11230 0 - 11173 7

017 01377 72 - 11303 8 - 11237 2

019 01119 16 - 11278 6 - 11227 5

111 -01135 83 - 11280 2 - 11228 2

113 - 01394 71 - 11303 8 - 11236 7

115 - 01650 07 - 11218 0 - 11163 7

117 - 01865 13 - 01885 6 - 01868 3

119 - 01986 93 - 01298 9 - 01299 2

211 - 01978 00 + 01385 6 - 01385 4

213 - 01841 26 01944 9 01923 1

215 - 01618 01 11241 0 11182 9

217 - 01360 73 11303 4 11237 4

219 - 01102 50 11277 1 11226 8

311 01152 53 11282 0 11229 0
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故

  Ûu = ? (- Eb + E/ 2) + E( bu2
- u

4
/ 2)# (37)

再积得

  Q
u

1

du

? (- Eb + E/ 2) + E( bu
2
- u

4
/ 2)

= t# 

由于 u = 1时,上式出现奇性,求其数值积分很困难, 故用式(37) 检验本文结果# 

取 b = 1/ 8及 E= 4,式(37) 变为

  Ûu = ? 115+ u
2
/ 2- 2u4# (38)

表 1把 b = 1/ 8及E= 4时本文一级近似解式(36) 与准确解(38) 做了比较# 由表1可见,

二者十分符合# 在区间[ 0, 311] 上,误差的最大值( t = 017时) 才只 514% # 

由式( 37)可见,必须有

  b < 1/ 2, (39)

否则, 当 | u | n 1时, Ûu 为虚数# 所以,正如本文第 3节的开头所指出的, b 值应当受到式(39)

的限制# 
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Improved L_P Method for Solving

Strongly Nonlinear Problems

Yuan Yiwu1,  Liu Youwen2

( 11 Centra l South Univ er sity of Technolo gy , Chan gsha 410083, P R Chin a ;

21Hun an Un iv er sity , Chan gsha 410082, P R China )

Abstract: Using the improved L_P method, a class of problems of square strongly nonlinear free os-

cillations and of strongly nonlinear nonoscilations were solved. Their first order approximate solution

which has high accuracy is obtained. The method of this paper is different from the known L_P meth-

ods.
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