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摘要:详细介绍了如何应用凑合反推法( semi_inverse method)构造弹性理论中的两类独立变量的广

义变分原理(包括熟知的 Hellinger_Reissner 变分原理,Hu_Washizu变分原理)及三类独立变量的广义

变分原理(钱伟长广义变分原理)# 应用凑合反推法还可以清楚地看出各变量之间的约束关系, 从

而再一次证明了Hu_Washizu 变分原理实际上是两类独立变量的广义变分原理# 
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引   言

拉氏乘子法无论是在建立固体力学广义变分原理, 还是在构造流体力学广义变分原理过

程中,都起着非常重要的作用# 1954年胡海昌教授首次应用试凑法推导得到了Hu_Washizu变

分原理[ 1, 2] ; 1964年钱伟长教授系统地论述了拉氏乘子法, 并应用拉氏乘子法推导得到了Hu_

Washizu变分原理
[ 3]
, 从而使得推导广义变分原理从盲目走向科学# 1983年钱伟长教授第一次

发现了Hu_Washizu变分原理并非是三类独立变量的广义变分原理, 而只是一个二类独立变量

的变分原理,应力应变关系依旧是变分约束条件
[ 4, 5]# 这一发现导致了高阶拉氏乘子法的诞

生# 1990年刘高联教授系统地阐述了流体力学变分原理建立及变换的系统途径[ 6]# 

凑合反推法是胡海昌的试凑法、钱伟长的权余法和刘高联的系统方法的进一步综合与发

展
[ 7- 12]# 这种方法没有应用拉氏乘子, 可以方便地构造出各种多变量广义变分原理, 并且不

会出现临界变分现象# 其实质就是选择一个带有待定函数 F 的具有能量形式的多变量的能

量试泛函( energy trial_funct ional) ,让试泛函取驻值, 再根据已知的场方程或约束方程,可以非常

方便地识别待定函数# 

作者在这里想另辟新径, 在胡海昌的试凑法、钱伟长的权余法和刘高联的系统方法的基础

上,引进一个新的方法 ) ) ) 凑合反推法,来推导有关的多变量的广义变分原理# 
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1  临界变分及凑合反推法的基本思想

111  临界变分现象

凑合反推法( Semi_inverse method) [ 7~ 12]是作者在不断的实践过程中摸索出来的一种行之有

效的方法,是胡海昌的试凑法、钱伟长的权余法和刘高联的系统方法的进一步综合和发展# 这

一思想来自于下面要讲述的临界变分现象,为了让读者了解作者的思想过程,有必要在这里用

一定的篇幅介绍# 

我们在应用文献[ 6]建立流体力学广义变分原理时, 常常会遇到各种临界变分现象[ 13~ 15] ,

即当我们应用拉氏乘子法消除约束以求得广义变分原理时,我们却发现拉氏乘子为零的现象,

这叫做第一类临界变分; 或识别拉氏乘子后, 泛函取驻值,我们只能得到部分欧拉方程,这一现

象称之为第二类临界变分# 钱伟长教授首次应用高阶拉氏乘子法,消除了临界变分现象[ 4, 5] ,

刘高联教授应用预处理拉氏乘子等方法解决了流体力学中的临界变分现象
[ 13]

,何吉欢则应用

凑合反推法成功地消除了流体力学中的临界变分现象
[ 14]
和弹性力学中临界变分现象

[ 15]# 

下面先给出这个非常有趣的临界变分现象# 为了说明其普遍性,设流体力学的控制方程

具有下面守恒形式:

  5A
5x

+
5B
5y

, (1)

  5C
5x

-
5D
5y

= 0, (2)

其中 A , B , C, D 为流场参数(如压力、速度及密度) 的函数# 

由方程( 1)和( 2)定义二通用函数 7 和 5:

  5 7
5x

= B,  5 7
5 y

= - A# (3)

  5 5
5x

= D,  5 5
5y

= C# (4)

于是方程( 1)、( 2)式自动满足

作者在应用刘高联系统方法的第二条路线,即反推拉氏乘子法建立流体力学广义变分原

理时,得到了下面非常有趣的临介变分:

  J ( 5 , 7 ) = QQ5 , 7 dxdy (5)

式中  5 , 7 为Poisson括号[ 16]
:

  5, 7 =
5 5
5x

5 7
5y

-
5 5
5y

5 7
5x

# (6)

这就是第二类临界变分, 泛函取驻值,得不到任何欧拉方程# 但是作者发现 Poisson括号

在物理面(非映像平面)上具有能量形式,这给作者很大的启发# 这是因为,无论是流体力学变

分原理,还时固体力学变分原理,泛函总具有能量形式# 因此有望对( 5)式作适当的改造, 从而

构造出多变量的广义变分原理# 为此我们构造这样一个试泛函 J(Trial_Funct ional) : 如把变量

7 用另外二变量A, B来代替,并让A , B 独立变分,再在泛函中加一待定函数 F# 这样就构成

了凑合反推法的基本方法:

  J ( 5 , A , B ) = QQA
5 5
5x

+ B
5 5
5y

+ F dxdy# (7)

式中, F 是待定函数, 它应是 A 和B 的函数# 我们称带有待定函数 F 的泛函(7) 式为试泛函
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( trial_functional) ,试泛函在物理平面上往往具有能量形式,所以也常常称之为能量试泛函 ( en-

ergy trial_functional)# 

很显然D5对应的欧拉方程就是(1)式# 因此我们的工作只需确定待定函数即可,从而大

大减少了工作量# 

我们也可以从钱伟长的权余法和刘高联的反推法来引出这一基本思想# 如选 5 为权函

数,假如存在一泛函 J ,使下式成立:

  DJ ( 5) = QQ5A
5x

+
5B
5y

D5dxdy# (8)

应用分部积分可得:

  J ( 5 ) = - QQA
5
5x

(D5) + B
5
5y

(D5 ) dxdy + dIb# (9)

式中 DIb 为积分边界项# 

如果 A , B 为限制变量,这可得以下/限制变分0 泛函:

  J ( 5 ) = QQ�A
5 5
5x

+ �B
5 5
5y

dxdy , (10)

式中, �A , �B 为限制变量[ 17]# 

上述变分原理其实是没有任何意义的, 这是因为变量A, B不可能和变量5不相关# 然而

如果我们让 A, B 独立变分,则很显然D5 对应的欧拉方程就是(1) 式,从而避免了由于反推法

或权余法造成的困难# 因此只要对(10) 作适当的修正,便可得到(7) 式# 

上面阐述的是凑合反推法的最基本方法,现已发展成一系统的方法,它由以下三条路线组

成:

112  第一条路线 ) ) ) 从偏微分方程及边界条件出发构造多变量的广义变分原理
为了说明问题, 我们以流体力学中最简单的不可压无旋运动为例说明凑合反推法的基本

思想# 不可压无旋运动的控制方程为

  5 u
5x

+
5 v
5y

= 0, (11)

  5 5
5x

= u ,  5 5
5y

= v# (12a, b)

边界条件:

进口 # in:  q # n = q0, (13)

出口 #out :  q # n = q1, (14)

式中  q = ui+ vj# 如我们希望建立以 5, u , v为独立变量的多变量的广义变分原理# 为此

我们这样构造试泛函:变量 5 乘于(11) 式, 然后分部积分, 再加一待定函数 F ,在边界上也可

以用待定函数 G 和H 表示:

  J ( 5 , u, v ) = QQu
5 5
5x

+ v
5 5
5 y

+ F dxdy + Q#
in

G dS + Q#
out

H dS# (15)

由DJ = 0, 可得以下欧拉方程:

  D5 :  -
5 u
5 x

-
5v
5y

+
5F
5 5 = 0, (16)

  Du:  5 5
5x

+
5F
5 u

= 0, (17)

  Dv :  5 5
5y

+
5F
5v

= 0# (18)
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上述三式对应于试泛函( 15)的三个欧拉方程( 11)及( 12a, b) # 把( 11)及( 12a, b)式先作条

件使用(这就是反推法) , 上述三式可进一步化简为:

  F5 = 0, (19)

  Fu = - u, (20)

  Fv = - v# (21)

由( 19) ~ ( 21)式可方便地识别 F 得 :

  F = -
1
2 ( u

2
+ v

2
) = -

1
2 q

2# (22)

在边界上应用 Green公式也可以用同样方法识别待定函数 G 和H :

在进口处:

  D5 :  q # n + G5 = 0# (23)

上式对应于进口处的边界条件,应用( 13)式可得:

  G5 = - q # n = - q0, (24)

从而可识别 G 得:

  G = - q0 5# (25)

同理可识别 H 得:

  H = - q1 5# (26)

从而得以下广义变分原理:

J ( 5, u, v) = QQu
5 5
5x

+ v
5 5
5y

-
1
2

q
2 dxdy - Q#

in

q 0 5dS - Q#
out

q 1 5dS# (27)

113  第二条路线 ) ) ) 从已知的变分原理构造多变量的广义变分原理
我们也可以从单变量的变分原理出法,构造多变量的广义变分原理# 设已知一变分原理

如下:

  J ( 5 ) = QQ( 5
2
x + 5

2
y)dxdy# (28)

其欧拉方程为:

  ¨2 5 = 0# (29)

现引入对合变换[ 15] :

  5x = p ,  5y = q# (30a, b)

把 p , q 看成独立变量,应用凑合反推法,来构造其相应的多变量广义变分原理:

  J ( 5 , p , q ) = QQ( p 5x + q5y + F) dxdy# (31)

由DJ = 0, 并假设方程(29) 及(30a, b) 是试泛函(31) 的欧拉方程,于是可得:

  D5 : F 5 = -
5p
5x

-
5q
5y

= 0, (32)

  Dp : Fp = - 5x = - p , (33)

  Dq: Fq = - 5y = - q# (34)

从而可识别 F 得:

  F = -
1
2 ( p

2
+ q

2
)# (35)

从而得以下的多变量广义变分原理(边界项处理同上, 这里略) :

  J ( 5 , p , q ) = QQp5x + q5y -
1
2

( p
2
+ q

2
) dxdy# (36)
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上述泛函和文献[ 18]用拉氏乘子法得到的结果是一致的# 

114  第三条路线 ) ) ) 从任意的能量积分构造多变量的广义变分原理

第三条路线是任意构造一具有能量形式的积分作为试泛函,如对于不可压无旋流,任意构

造一个能量积分:

  J ( 5 , u, v ) = QQu 5x + F ( 5, u, v) dxdy# (37)

容易证明试泛函( 37)具有能量形式# 

令DJ = 0, 并假设方程(11) 和(12a) 是试泛函的欧拉方程,从而可得:

  D5 : F 5 = ux = - vy , (38)

  Du: Fu = - 5x = - u# (39)

根据上二式,我们可以初步识别待定函数 F :

  F = -
1
2

u
2
- 5v y + f ( v)# (40)

式中 f 是新的待定函数,它是 v 的函数,把上式代入(37) 式, 并分部积分可得到一新的试

泛函:

  J ( 5 , u, v ) = QQ-
1
2

u
2
+ u 5x + v 5y + f ( v ) dxdy# (41)

令上述新的试泛函取驻值,再假设方程( 12b)是其欧拉方程,从而可得:

  Dv : f v = - 5y = - v# (42)

积分上式可得:

  f = -
1
2

v
2# (43)

把上式代到( 41)式即得泛函( 27)式# 

2  弹性力学中的基本方程[ 5]

1) 平衡方程:

  Rij , j + f i = 0   (在 S内)# (44)

其中 Rij 为应力, Rij, j =
5Rij

5xj
, f i 为体力, S为弹性体的体积# 

2) 应力应变关系:

  Rij = aijklekl   (在 S内) , (45a)

或

  eij = bijklRkl   (在 S内) , ( 45b)

其中 eij 为应变, aijkl , bijkl 分别表示弹性常数和柔性常数# 

3) 应变位移方程:

  eij =
1
2

( ui , j + uj, i )   (在 S内)# (46)

4) 位移已知边界:

  ui = �ui   (在 #u 内)# (47)

5) 外力已知边界:

  Rijnj = �p i   (在 #R内)# (48)

其中 #u, #R表示位移已知和外力已知边界,设总边界为 #,则:
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  # = #u + #R# (49)

设 A 表示应变能, B 表示余能,则:

  A = Q
e

0
Rijdeij 或

5A
5e ij

= Rij , (45c)

  B = Q
R

0
e ijdRij 或

5B
5Rij

= eij# ( 45d)

并且有:

  A + B = e ijRij# (50)

3  应用凑合反推法建立弹性理论中的多变量广义变分原理

311  第一条路线 ) ) ) 从偏微分方程及边界条件出发构造多变量广义变分原理
1) 二变量 ( Rij , ui ) 亚广义变分原理 ) ) ) Hellinger_Reissner变分原理

试泛函的构造方法台下:选 u i 为独立变量乘于方程(44) ,并分部积分,再加一待定函数 F

得:

  J ( Rij , ui ) = QQQ( Rij ui , j - f iui + F)dS+ QQ#
u

GdS + QQ#
R

H dS , (51)

式中  F , G, H 为待定函数,它们是 Rij , u i的函数# 

由DJ = 0, 可得以下欧拉方程:

  Dui :  - Rij , j - f i +
5F
5 u i

= 0, (52)

  DRij :  1
2

( ui , j + uj , i ) +
5F
5Rij

= 0# (53)

上述二式对应于试泛函( 51)的二个欧拉方程, 假设试泛函的欧拉方程为方程( 44)和( 46)

式,于是可得:

  5F
5 ui

= 0, (54)

  5F
5Rij

= - eij# (55)

反应力应变关系式( 45d)作为其变分约束条件,从而识别 F 得:

  F = - B (56)

在边界 #u 上(应用 Green公式) :

  Dui :  Rijnj +
5G
5 ui

= 0# (57)

初步识别 G 得 :

  G = - Rijnjui + G1# (58)

其中  G1 为待定函数# 

  DRij :  5G
5Rij

= - uinj +
5G1

5Rij
= 0# (59)

应用( 47)式得:

  
5G 1

5Rij
= u inj = �u inj , (60)

从而得:

  G1 = �u injRij# (61)
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同理在边界 #R上:

  Dui :  5H
5 ui

= - Rij nj = - �p i# (62)

  DRij :  5G
5Rij

= 0# (63)

识别 H 得:

  H = - �p iui# (64)

从而得以下多变量广义变分原理:

  J ( Rij , ui ) = QQQ( Rij ui , j - f iui - B)dS-

      QQ#
u

Rij nj ( ui - �u i )dS - QQ#
R

�piuidS# (65)

分部积分后,即变成Hellinger_Reissner变分原理# 很显然我们在反推过程中,应用了应力

应变关系式( 45d)式,而在泛函( 65)式中, 我们不能直接导出该式, 所以( 45d)式是变分约束条

件# 

2) 二变量 ( eij , u i ) 广义变分原理, Hu_Washizu变分原理及其约束条件

现在我们来建立以 Rij , eij , u i为独立变量的广义变分原理,充试泛函具有以下形式:

  J ( Rij , eij , ui ) = QQQ- Rij eij -
1
2

u i, j -
1
2

uj , i + F dS+

      QQ#
u

GdS + QQ#
R

H dS (66)

由DJ = 0, 可得以下欧拉方程:

  DRij :  - eij +
1
2

ui , j +
1
2

uj , i +
5F
5Rij

= 0# (67)

注意到 Rij, j = Rji, i ,我们有:

  Dui :  - Rij , j +
5F
5 ui

= 0# (68)

把方程( 46)及( 44)式作为试泛函( 66)的欧拉方程, 从而由( 67)和( 68)式可得:

  5F
5Rij

= 0, (69)

  5F
5 ui

= - f i# (70)

从而可初步识别 F 得:

  F( Rij , eij , ui ) = - f iui + F1( e ij )# (71)

其中  F 1为待定函数,它应是 eij的函数# 把上式代到(66) 式可得一更新的试泛函,再令新的

试泛函取驻值可得以下欧拉方程:

  Deij :  
5F1

5 eij
= Rij = Rij ( eij )# (72)

识别 F1得:

  F1 = QRij ( eij )de, (73)

或

  Rij =
5F1

5e ij
# (74)
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边界上的处理方式同上, 于是得以下变分原理# 

  J ( Rij , eij , ui ) = QQQF1- Rij eij -
1
2

u i , j -
1
2

uj, i - f iu i dS-

QQ#
u

Rij nj ( ui - �u i )dS - QQ#
R

�piu idS# (75)

这就是三类独立变量的广义变分原理, 但它不能用显式的形式表示出来# ( 74)式代入泛函

( 75)式,我们可以得到以下二类独立变量的广义变分原理:

  J ( eij , u i ) = QQQF 1-
5F1

5 eij
eij -

1
2

u i, j -
1
2

uj , i - f iui dS-

QQ#
u

5F1

5 eij
nj ( u i - �u i )dS - QQ#

R

�p iuidS# (76)

这就是文献[ 5]中的( 3130)式# 现引进一变分约束条件( 45c)式,则可识别 F1 = A,从而上述泛

函转化为Hu_Washizu变分原理# 所以说Hu_Washizu变分原理实质上是一个二类变量( eij , ui )

的广义变分原理(这和钱伟长教授得到的结果完全一致) :

  J ( eij , u i ) = QQQA - Rij eij -
1
2

ui , j -
1
2

uj , i - f iui dS-

QQ#
u

Rijnj ( u i - �u i )dS - QQ#
R

�p iuidS# (77)

它以( 45c)式为变分约束条件# 

有意思的是如果把Hu_Washizu变分原理中的 Rij , eij , ui 看成是独立变量,泛函取驻值能得

到所有的欧拉方程及边界条件( ( 44) ~ ( 48)式) ,但这完全是巧合, 绝不能因此认为Hu_Washizu

变分原理是三类独立变量的广义变分原理# 如果Hu_Washizu 变分原理真的是三类独立变量

的无约束的广义变分原理,那么我们可以用代入消除约束的方法, 由Hu_Washizu 原理可推导

出二类独立变量的变分原理# 现把应变位移方程作为约束代入( 77)可得最小位能原理(不考

虑边界项)# 大家知道最小位能原理是单变量 ( u i ) 的变分原理, 而非二类独立变量的变分原

理# 这说明 Hu_Washizu变分原理只能是二类独立变量的变分原理, 其变分约束条件是( 45c)

式# 

3) 三变量 ( Rij , eij , ui ) 广义变分原理 ) ) ) 钱伟长广义变分原理变 Ñ

在这一节里我们将同时选择二个独立变量 ui 和 e ij , (44) 式和(45c) 式作为对应的欧拉方

程,设试泛函具有以下形式:

  J ( Rij , eij , ui ) = QQQRiju i , j - f iu i + K( A - e ijRij ) + F dS+

QQ#
u

GdS + QQ#
R

H dS , (78)

式中  K为任意非零常数# 

由DJ = 0, 并假设方程(311) , (312) 及(313) 式是试泛函的欧拉方程,于是可得:

  Dui :  5F
5 ui

= Rij , j + f i = 0, (79)

  Deij :  5F
5e ij

= - K
5A
5e ij

- Rij = 0, (80)

  DRij :  5F
5Rij

= -
1
2

( ui , j + uj , i ) + Keij = - (1 - K) eij# (81)
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识别 F 得:

  F = - (1- K) B# (82)

边界项的处理方式同上, 于是得以下三变量广义变分原理:

  J ( Rij , eij , ui ) = QQQRiju i , j - f iu i - B + K( A + B - eij Rij ) dS-

QQ#
u

Rij nj ( ui - �u i )dS - QQ#
R

�piu idS# (83)

分部积分后即得钱伟长广义变分原理(即文献[ 4]中的 0GK) # 

312  第二条路线 ) ) ) 从变分原理出发构造多变量广义变分原理

我们可以由最小位能原理或最小余能原理或 Hellinger_Reissner 变分原理等出发构造多变

量广义变分原理# 这里以最小位能原理为例,作一简单的说明# 设试泛函具有以下形式:

  J ( Rij , eij , ui ) = QQQ( A - f iu i + F dS+

QQ#
u

GdS + QQ#
R

H dS# (84)

作为更一般的情况, 待定函数可表示为:

  F = F ( ui , eij , Rij , ui , j , eij , j , Rij , j ) , (85)

由 DJ = 0, 并假设(44) 式是其欧拉方程,于是可得:

  Dui :  DF
Dui

= f i = - Rij , j , (86)

式中

  DF
Du i

=
5F
5 ui

-
5F
5u i, j , j

# (87)

根据( 86)式可初步识别待定函数 F:

  F = Rij
1
2 ui , j +

1
2 uj, i + KeijRij + F 1( eij , Rij , eij, j , Rij , j )# (88)

式中, F1为新的待定函数# 很显然上式是符合(86) 式的# 把上式待到试泛函(84) 式可

得更新的试泛函,再令新的试泛函取驻值, 并假设方程(45c) 及(46) 式是其欧拉方程, 从而可

得:

  Deij :  
DF 1

Deij
= -

5A
5 eij

- KRij = - (1+ K) Rij , (89)

  DRij :  
DFR1

DRij
= -

1
2

( ui , j + uj , i ) - Keij = - (1 + K) eij# (90)

由( 89)及( 90)式可识别待定函数 F1:

  F1 = - eij Rij - K( A + B) , (91a)

或

  F1 = - (1 + K) ( A + B)# ( 91b)

于是可得以下广义变分原理:

J ( Rij , e ij , u i ) = QQQA - Rij eij -
1
2

ui , j -
1
2

uj , i - f iu i + K( A + B - eij Rij ) dS-

QQ#
u

Rijnj ( u i - �u i )dS - QQ#
R

ui�p idS, (92a)

或
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J ( Rij , e ij , u i ) = QQQB +
1
2
Rij ( ui , j + uj , i ) - f iu i + K( A + B - eijRij ) dS-

QQ#
u

Rijnj ( u i - �u i )dS - QQ#
R

ui�p idS# ( 92b)

上述二式分部积分后即得钱伟长广义变分原理Ñ及Ò(即文献[ 4]中的 0GK及 0G Kc) # 

4  结  束  语

应用凑合反推法可以十分方便地构造多变量广义变分原理, 并且可以避免临界变分# 凑

合反推法无论在弹性变分理论,还是流体力学变分理论都将起十分重要的作用# 
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Semi_Inverse Method and Generalized Variational

Principles With Multi_Variables in Elasticity

He Jihuan

( Shangha i Univer sity , Shan ghai Institute of Appli ed Ma them atics and

Mechanics ; Shanghai 200072, P R China )

Abstract: Semi_inverse method, which is an integration and an extension of Hu. s try_and_error

method, Chien. s veighted residual method and Liu. s systematiic method, is proposed to establish

generalized variational principles with multi_variables without any variational crisis phenomenon. The

method is to construct an energy trial_functional with an unknown functionF , which can be readily -i

dentified by making the trial_functional stationary and using known constraint equations. As a result

generalized variational principles with two kinds of independent variables ( such as well_known

Hellinger_Reissner variational principle and Hu_Washizu principle) and generalized variational princ-i

ples with three kinds of independent variables ( such as Chien. s generalized variational principles) in

elasticity have been deduced without using Lagrange multiplier method. By semi_inverse method, the

author has also proved that Hu_Washizu principle is actually a variational principle with only two kinds

of independent variables, stress_strain relations are still its constraints.

Key words: variational principle in elasticy; Chien. s generalized variational principles; Hu_Washizu

principle; semi_inverse method; trial_functional; variational crisis
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