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摘要 :  给出矩阵多元多项式的带余除法, 从而用微分代数的观点, 得到把一类微分方程(组)化为

无穷维Hamilton系统的充要条件及其具体无穷维Hamilton系统形式# 再把此方法和吴方法相结合

获得构造一类微分方程(组)的通解的新方法# 几个例子表明这些方法都很有效的# 
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引   言

给定微分方程求其等价的无穷维 Hamilton 系统是属于分析力学的逆(反)问题, 而分析力

学的逆(反)问题是经典力学的主要问题之一,著名的 Poincare_Cartan问题就是求Hamilton 正则

方程# 许多人关注哪些偏微分方程(组)可以等价地(从而引入的变量最少)化成无穷维Hami-l

ton系统# 已发现数学,物理,力学等学科中一大批重要的方程具有各种 Hamilton结构[ 1~ 6] ,以

往克服这种局限性的主要方法之一就是寻求构造一个新的 Lagrange函数(或泛函) ,再用 Leg-

endre 变换,从而得到Hamilton函数(或泛函) ,或从变分原理出发构造Hamilton函数(或泛函)# 

本文先把多元多项式的带余除法推广到矩阵多元多项式中,然后引入微分算子的/因式分

解0,微分算子的/零延拓0等观点,彻底解决了常系数偏微分方程(组)的无穷维 Hamilton 系统

的反问题# 又把此方法与吴方法相结合得到构造偏微分方程(组)通解的新方法# 这些方法是

一般的# 机械的方法, 从而可以在计算机上通过 Mathematica 实现# 用此方法不需先设定全状

态变量,而其/商0矩阵算子作用在原变量上即可得到诸如拉格朗日函数, 弯距等,此方法还可

以解决部分非线性问题# 如它能求出KdV方程的无穷维Hamilton算子# 

把多元多项式看做主变元的一元多项式时,其系数为可交换的多元多项式环,而把矩阵多

元多项式看做主变元的一元多项式时, 其系数为不可交换的矩阵多元多项式环,在证明多元多

项式的带余除法时交换性起重要作用, 没有交换性就没有现在的多元多项式的带余除法# 因

此在矩阵多元多项式中的带余除法不可能得到象多元多项式的带余除法# 可是矩阵多元多项

式还有一个不同于多元多项式的较好的性质,即存在 A X 0, B X 0,使得 AB = 0,本文充分利

用了这个性质, 尽可能得到象多元多项式的带余除法# 
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1  矩阵多元多项式的带余除法
设 p = ( a ij ) l@m是l行、m列矩阵,其中 aij I P [ x 1, x 2, ,, x n] ( P [ x 1, x 2, ,, x n] 是 n元多

项式环) , 称 P 为矩阵n 元多项式# 下面再引入与吴方法中的多元多项式几个名词平行的几

个名词[ 7]、[ 8] # 

11矩阵 n 元多项式的主变元:即在所有 aij 中实际出现的具有最大下标的变元# 

21矩阵多元多项式 P 关于主变元的幂: 即主变元中出现的最高次幂, 简记为 dx
k
p , 其中

xk 是主变元# 

31矩阵 n 元多项式的初式: 矩阵多元多项式 P总可以写成如形式:

  p = ( aij ) l@ m = E
d
xk
p

s = 0
psx

s
k ,

其中 x k 是P的主变元, p s = ( a
s
ij ) l@ m , a

s
ij I P[ x 1, x 2, ,, x n- 1] ,

我们称 pd
xk
p 为P 的初式, 一般简记为 Ip# 

我们还约定 x
0
= 1, ( a ij )

0
= I , I 是单位矩阵# 

下面给出矩阵多元多项式的带余除法# 为了叙述方便,下面只考虑同阶方阵的矩阵多元

多项式,其它情况方法一样# 例题中给出了不是方阵的例子# 

定理 1  设 A是矩阵多元多项式,则存在唯一的最小非负整数 A1和 n1( n1 [ A1) 以及矩

阵多元多项式 Qi ( i = 1, 2, ,, n1) 和 R1使下式成立

  AI
A

1
B = E

n
1

i= 0
QiBI

i
B+ R1, (1)

其中 dx
k
R1 < dx

k
B或者 R1 = 0# 

证明  设 B = E
s

l = 0
Blx

l
k , Bl = ( b

l
ij ) , b

l
ij I p[ x 1, x 2, ,, xk- 1] ,

  A = E
m

l = 0
Alx

l
k , Al = ( a

l
ij ) I p[ x 1, x 2, ,, xk- 1, x k+ 1, ,, x n]# 

不妨设 m = dx
k
A \ dx

k
B = s 则有

  AI
A

1
B = Q1B + R

1
1, (2)

其中 m1 = dx
k
R

1
1 < m,并且 A1 I 0, 1 是使(2) 式成立的最小非负整数# 

事实上,若存在 Q1 使得 Am = Q1 IB则取R
1
1 = A - Q1x

m- s
k B即可# 若不然,检查是否存

在 Q1 和 Q2, Q2 I Q, QIB = 0 = X 使得

  Am = Q1 IB + Q2Bs- 1

成立# 如果存在如上的 Q1和 Q2则取

  R
1
1 = A - [ Q1x

m- s
k + Q2x

m- s+ 1
k ] B

即可,若如上的 Q1 和 Q2 不存在, 则检查是否存在 Q1, Q2 和 Q3, 其中 Q3 I X , Q2 I Y =

Q | QIB + Q3Bs- 1 = 0, Q3 I X 使得

  Am = Q1 IB + Q2Bs- 1 + Q3Bs- 2

成立,如果存在如上的 Q1, Q2 和 Q3 则取
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  R
1
1 = A - [ Q1x

m- s
k + Q2x

m- s+ 1
k + Q3x

m- s+ 2
k ] B

即可,依次做下去直到 Q1, Q2, ,, Qs+ 1,若都不存在则取

  R
1
1 = AIB - Amx

m- s
k B# 

因此使( 2)式成立的最小 A1 I 0, 1 和 Q1一定存在,并且按照上面的步骤能唯一确定 A1

和 Q1,

如果 m1 < s 或者R
1
1 = 0则定理成立# 若不然即 m1 \ s 时,

记 R
1
1 = E

m
1

l= 0
Clx

l
k ,则重复上面的步骤( R

1
1 代替 A) 可得

  R
1
1I
A

2B = Q2B + R
2
1, (3)

其中 ms = dx
k
R

2
1< m1,并且 A2 I 0, 1 是使(3) 式成立的最小非负整数,并且 Q2和 A2被唯一

确定# 由(2) 和(3) 可得

  AI
A

1
+ A

2B = Q1BI
A

2
B + Q2B + R

2
1# 

当 m 2< s 或者R
2
1 = 0则定理成立# 若不然即 m2 \ s时,再重复做上面的步骤: ( R

2
1代替 R

1
1)

依次可得矩阵多元多项式

  R
1
1, R

2
1, R

3
1, ,, R

i
1# 

由于每做一次使幂次至少降低一次,从而有

  m > m 1 > m2 > ,> mi ,

因此存在某一个 R
i
l 使得dx

k
R

i
l < s 或者R

i
l = 0# 故定理得证# 证毕# 

推论 1  当 B与 IB 可交换时,则定理 1中的(1) 式可变成

  AI
A

1B = Q1B + R1# (4)

推论 2  当 IB 为满秩数阵时,则定理 1中的(1) 式可变成

  A = Q1B + R1# (5)

推论 1和推论 2的证明从略# 

定理 1的证明是构造性证明# 由 A1 和 n1 的最小性保证了若有(5) 式成立, 则不会出现

(4) 式或(1) 式形式# 若有(4) 式成立, 则不会出现(1) 式形式# 并证明中已求出了 Q和R1,

Am = Q1IB 或Q2 I X, Am = Q1IB + Q1Bs- 1(这里的 Q1和 Am = Q1I B 中的Q1不一样) 的判

断和求出 Q比起直接做 AI
A

1
B
= E

n
1

i= 0

QiBI
i
B+ R1简单多了# 并且在计算机上很容易做出来# 在许

多应用中 Am和 IB, Bl 是数阵,或者极其简单的矩阵多元多项式# 且比 A和B少一个变元# 

更重要的是如求 Am = Q1IB,只要求方程即可# 

当 B是数矩阵但不是满秩矩阵,而 A是满秩数矩阵时则(5) 式不成立,但(4) 式成立# 从

而对矩阵多元多项式即使是矩阵一元多项式得不到象一元多项式那样的带余除法, 因此引进

初式等概念是必要的# 

定理 1c  设 A, B是矩阵多元多项式,则存在唯一的最小非负整数�A2和 n2( n2 [ �A2) 以及

矩阵多元多项式 �Qi ( i = 1, 2, ,, n2) 和 R2 使下式成立

  I
�A

2
BA = E

n
2

i= 0

I
i
BB�Qi + R2, (1)c

其中 dx
k
R2 < dx

k
B或者 R2 = 0# 
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推论 1c  当 B 与 IB 可交换时,则定理 1c中的(1)c式可变成

  I
A

2
BA = BQ2+ R2# (4)c

推论 2c  当 IB 为满秩数阵时,则定理 1c中的(1)c式可变成

  A = BQ2+ R2# (5)c

一般情况下( 1) , ( 4)和( 5)式中的 A1, n1, Qi , R1与(1)c、(4)c和(5)c中的A2, n2, Qi , R2不相

等的# 这也是矩阵多元多项式带余除法的不同之处# 

2  带余除法在无穷维Hamilton系统中的应用

用 x 代替5/ 5x , 用 x
n代替5n

/5x n
,同样用 y 代替5/5 y ,用 y

n 代替5 n
/ 5yn ,等等,从而把

常系数的微分多项式变为多项式, 矩阵微分算子变为矩阵多元多项式,因此可以用带余除法化

一类微分方程(组) 为无穷维 Hamilton系统# 

例 211  考虑方程  2
52

u

5x 2+
52

u
5x5y + 2

52
u

5y 2 = 0,

把它可写为

  2x
2
+ xy + 2y

2
= 0# (6)

设Hamilton系统的矩阵多元多项式为

  
- 1 0

0 - 1
x +

A C

D - �A
,

其中 A , - �A I P[ y ] , �A 是把A 中的y 换成- y 后所得的多项式, C 和D 属于P [ Y
2
]# 把(6)

可写为

  
0

2x 2
+ xy + 2y 2 =

0

2
x

2
+

0

y
x +

0

2y 2 ,

则用带余除法后,为了整除令余式 R = 0,则有无穷个解,其中一个解为

  A = -
1
4
y ,  C = -

1
2
,  D =

15
8
y

2# 

从而有

  
0

2
52

5x 2+
52

5x5y + 2
52

5y 2

=

-
5
5x -

1
4

5
5y -

1
2

15
8

52

5y 2 -
5
5x -

1
4

5
5y

1

- 2
5
5x -

1
2

5
5y

和     
-

5
5x -

1
4

5
5y -

1
2

15
8

52

5y 2 -
5
5x -

1
4

5
5y

u

- 2
5 u
5x -

1
2

5u
5y

= 0# 

令

  n = - 2
5 u
5x -

1
2
5 u
5 y ,

则有

  5
5x

u

n
=

-
1
4

5
5y -

1
2

15
8

52

5y 2 -
1
4

5
5y

u

n
,

664 阿 拉 坦 仓    张  鸿  庆    钟  万  勰



这就是方程2 52
u

5x 2 +
52

u
5 x5y + 2 5

2
u

5 y2 = 0的无穷维 Hamilton系统# 

把( 6)改写为二阶向量,这是因为( 6)对 x 的幂次是 2,因而无穷维Hamilton算子也是 2 @ 2

矩阵# 若 x 的幂次为2n,则设为 2n阶向量,若 x 的幂次为2n + 1,则设为2( n + 1) 阶向量# 

若方程组则每行 x 的最高次幂加起来考虑(见例 213)# 以上方法得到了微分算子的因式分

解,如

  
0

2
52

5x 2+
52

5x5y + 2
52

5y 2

=

-
5
5x -

1
4

5
5y -

1
2

15
8

52

5y 2 -
5
5x -

1
4

5
5y

1

- 2
5
5x -

1
2

5
5y

,

而2x
2
+ xy + 2y

2
在实数域中不能因式分解,但在二维向量里可以因式分解# 

例 212  板的弯曲方程为

  52

5x 2 +
52

5y 2

2

X= 0# 

用同样方法可得到如下因式分解(有无穷多种形式)

  -

0

0

54

5x + 2
54

5x 25y 2+
54

5y 4

=

-
5
5x 1 0 0

-
52

5y 2 -
5
5x 0 - 1

0 0 -
5
5x

52

5y 2

0 0 - 1 -
5
5x

1

5
5x

53

5x 3 +
53

5y 25x

-
52

5x 2 -
52

5y 2

,

  5
5x

X

H

q

m

=

0 1 0 0

-
52

5 y2 0 0 - 1

0 0 0
52

5y 2

0 0 - 1 0

X

H

q

m

,

从上面可见

  H=
5X
5x , q =

5 X3

5x 3 +
53 X
5 y5x 2, m = -

5 X2

5x2 -
5 X2

5y 2 ,

这些正是文 [ 9] 中的状态函数形式, q 是拉格朗日参变函数, m 是弯矩 # 还有许多其它

Hamilton形式,即使是同一个问题的同一个Hamilton 系统, 其变换可以不同, 即可以引入不同

的状态函数因而也就是引入不同的物理量和不同的拉格朗日参变函数可以得到同一个

Hamilton系统# 

例 213  按应力求解的平面弹性力学方程组为[ 10]

  
5Rx
5x +

5Sxy
5y = 0,

5Ry
5y +

5Sxy
5x = 0, $( Rx + Ry) = 0,

其中 Rx , Ry 和 Sxy 表示应力,

  $ =
52

5x 2 +
52

5y 2# 

用同样方法可得到如下因式分解(有无穷多种形式)
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5
5x

5
5y 0

0
5
5x

5
5y

$ 0 $

0 0 0

=

5
5x

5
5y 0 0

-
5
5y

5
5x 0 - 1

0 0
5
5x -

5
5y

0 0
5
5y

5
5x

1 0 0

0 1 0

5
5x 0

5
5x

-
5
5y 0 -

5
5y

,

则有如下无穷维 Hamilton系统

  5
5x

u1

u2

u3

u4

= -

0
5
5y 0 0

-
5
5y 0 0 - 1

0 0 0 -
5
5y

0 0
5
5y 0

u1

u2

u3

u4

# 

利用矩阵多元多项式的带余除法可以把矩阵多元多项式因式分解,从而把微分方程(组)因式

分解, 若其中一个因式是无穷维 Hamilton算子,则另一个因式在原方程的解上作用后可得到其

它物理量, 然后用这些物理量作为状态函数则可把原方程(组)化成无穷维 Hamilton系统, 由于

无穷维 Hamilton系统转化为矩阵多元多项式时,其初式为单位数矩阵# 因此矩阵多元多项式

的带余除法可以得到( 5)c形式# 

以上做法与吴方法类似地推广到在计算机上,用计算机代数系统 Mathematica计算# 用上

面的方法也可以得到 KdV方程的无穷维Hamilton算子

3  构造通解的方法

本节利用矩阵多元多项式的带余除法给出一种构造通解的方法# 首先对微分方程组 A

的每个方程求导使方程组的个数足够多,然后用吴方法求特征列,从特征列中取适当的元素与

0构成一个矩阵多元多项式 D,再用原方程组构成的矩阵多元多项式用带余除法去除 D, 这时

一般情况下余式 R = 0,从而得到变换公式和通解# 下面举例说明这些方法# 

例 311  按应力求解的平面弹性力学方程组为

  

5Rx
5x +

5Sxy
5y = 0,

5Ry
5y +

5Sxy
5x = 0,

$( Rx + Ry ) = 0# 

(7)

首先对( 7)各方程求导 (5/5x ,5/ 5y , 52
/ 5x 2

, 52
/ 5y 2

,52
/5x5y ) 变成许多方程(其实只要对

第一方程求导 5/ 5x , 第二方程求导 5/ 5y , 第三方程求导 52
/ 5y 2

即可, 但计算机做时比这个

多) , 然后用吴方法可得 $25x = 0, $25y = 0, $2Sxy = 0

因此取矩阵多元多项式为
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0

0

( x
2
+ y

2
)

2

或

( x
2
+ y

2
)

2
0 0

0 ( x
2
+ y

2
)

2
0

0 0 ( x
2
+ y

2
)

2

# 

还可以取其它形式的矩阵,其元素为0或 ( x
2
+ y

2
)

2
(也可取其它特征列的元素)# 用带余除法

可得到如下因式分解(有无穷多种形式)

  

0

0

( x
2
+ y

2
)

2

=

x y 0

0 x y

x
2
+ y

2
0 x

2
+ y

2

y
2

- xy

x
2

,

从而

  

Rx

Sxy

Ry

=

52

5y 2

-
52

5x5y

52

5x 2

U,  $2 U= 0# 

这就是例 311的通解# 同样可以得到其它形式的通解# 还可以得到 Cauchy_Riemann方程组

和Maxwell方程组的通解, 也可以得到Helmholtz分解 I 3$= grad # div_rot# rot# 这里不一一例

出了# 关于力学中微分方程的通解,国内王敏中、张鸿庆等学者作了大量的、具有重要意义的

工作# 
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Pseudo_Division Algorithm for Matrix Multivariable

Polynomial and Its Application

Alatancang1,  Zhang Hongqing2,  Zhong Wanxie2

( 11 Inn er Mon golia Un iv er sity , Hohhot 010021, P R China ;

21Dalian Un iver sity of Technology , Dalian 116023, P R China )

Abstract: Pseudo_division algorithm for matrix multivariable polynomial are given, thereby with the

view of differential algebra, the sufficient and necessary conditions for transforming a class of partial

differential equations into infinite dimensional Hamiltonian system and its concrete form are obtained.

Then by combining this method with Wu. s method, a new method of constructing general solution of

a class of mechanical equations is got, which several examples show very effective.

Key words: matrix multivarible polynomial; infinite dimensional Hamiltonian system; Wu. s method;

general solution
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