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摘要:  将求解无限弹性平面中孔洞附近应力集中问题的复变函数方法, 推广到微极弹性介质的

应力集中问题上去,在复平面上给出了二维微极弹性理论应力集中问题的一般解, 它可由解析函

数与/ 域函数0构造出来,并利用保角映射的方法来满足非圆孔洞的边界条件# 在此基础上建立了

求解微极弹性理论中应力集中问题的一般求解方法# 最后, 对圆形孔洞附近的应力集中系数作了

数值计算,并给出了具体结果# 
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引   言

应力集中问题, 是力学领域中一个十分重要的研究课题,而微极弹性理论中应力集中问题

的研究更具有诱惑力# 众所周知, 微极弹性理论给出的应力集中系数较通常的要低,而且还会

改变裂纹尖端的奇异性# 这一切都具有重要的理论和应用方面的价值# 始于 1909年,法国学

者Cosserat
[ 1]
兄弟创立了微极弹性理论,在平衡方程中考虑了应力偶的影响,并引起人们的注

意# 1963年R. D. Mindlin[ 2]发表了一篇关于受拉板中圆孔附近的应力状态的论文# 这篇文献

被认为是这一问题研究的开始# 时至今日,微极弹性理论应力集中问题在理论上的研究工作

一直没有间断, 但由于在数学上存在着一些困难, 一直没有找到适当的方法进行求解,因此,该

领域研究进展不大# 

本文利用复变函数的概念,对无限微极弹性平面中任意形状孔洞附近应力集中问题进行

了研究,提出了统一应力集中问题的分析方法和计算公式# 

研究结果表明: 微极弹性理论的控制方程,最终可归结为求解一个重调和方程, 一个调和

方程和一个 Helmholtz方程# 利用复变函数理论, 可知它们的一般解, 即利用解析函数和刘殿

魁[ 3]等人在求解 Helmholtz方程时建立的/域函数0来构成; 在处理边界条件时, 则可采用保角

映射之方法得到问题的统一解答# 要完成和实施保角映射方法, 必须在复平面上建立复合形

式的表达式,即复平面上的微极弹性理论的 Kolosov_Muskhelishvili复合应力表达式和边界条件

表达式,再对问题进行求解# 
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1  基本方程及其解的一般表达式

111  基本方程
在第一类平面应变问题中, 用一点位移 u1、u2 和 U3 表达的控制方程可以写为如下的形

式:

  

( L+ A) ¨2
1u1 + ( K+ L- A)51e + 2A52U3 = 0,

( L+ A) ¨2
1u2 + ( K+ L- A)52e + 2A51U3 = 0,

[ ( C+ E) ¨2
1- 4A] U3+ 2A(51u2- 52u1) = 0,

(1)

式中: K, L, A, E为材料常数;

  ¨2
1 = 52

1+ 52
2; e = 51u1+ 52u2; 51 =

5
5x 1

, 52 =
5
5x 2

# 

引进势函数 5、7 ,并使 5、7 与�u S ( u1, u2, 0) 有如下关系:

  u1 = 51 5 + 52 7 , u2 = 52 5 - 51 7 , (2)

可以得到用 5, 7 表示的控制方程:

  

( K+ 2L)51¨
2
1 5 + 52[ ( L+ A) ¨2

1 7 + 2AU3] = 0,

( K+ 2L)52¨2
1 5 + 51[ ( L+ A) ¨2

1 7 + 2AU3] = 0,

[ ( C+ E) ¨2
1- 4A] U3- 2A¨2

1 7 = 0# 

(3)

为了消去式( 3)中的 ¨2
1 7 ,引入 Cauchy_Riemann条件:

  
51¨2

1 5 +
2L

K+ 2L52( l
2¨2

1- 1) U3 = 0,

52¨2
1 5 +

2L
K+ 2L

51( l
2¨2

1- 1) U3 = 0,

(4)

式中: l
2
= ( L+ A) ( C+ E) / 4LA, l为与材料性质有关的常数,其量纲为某一长度的平方# 因

此得到由势函数 5, 7 表示的控制方程:

  ¨2
1¨2

1 5 = 0, ¨2
1(1 - l

2¨2
1) 7 = 0# (5)

用复变函数论方法,引进复变量: Z = x + iy , �Z = x - iy 则不难验证式(5) 为如下形式:

  54 5( Z, �Z )

5Z
25�Z2 = 0,

52

5Z5�Z 1- 4l
2 52

5Z5�Z 7 ( Z, �Z ) = 0# (6)

在处理非圆(包括非单位圆)孔洞的应力集中问题时, 可将 ( Z, �Z) 平面上非圆边界 L 的外

域(或内域) 保角映射为( G, �G) 平面上边界为S的一个单位圆的外域(或内域)# 若L和S双方

皆为无限,且无穷远点相对应,把Z平面上非圆边界L 保角映射在G平面上, 则单位圆边界S的

映射函数 X( G) 应具有 :

  Z = X( G) = cG+ 全纯函数# (7)

为了保证映射的单值性, 在 S 域内 Xc( G) 不能为零# 将(7) 式代入(6) 式中得:

  

1
Xc( G)

5
5G

1
Xc( G)

5
5G

1

Xc( G)
5
5�G

1

Xc( G)
5
5�G 5 ( G, �G) = 0,

1
Xc( G) Xc( G)

52

5 G5�G 1 -
4l 2

Xc( G) Xc( G)
52

5G5�G 7 ( G, �G) = 0,

(8)

式( 8)即为映射平面 ( G, �G) 上控制方程的一般表达式# 

112  控制方程解的一般表达式

(8)是求解任意边界孔洞附近应力集中问题的基本方程, 对具体的映射函数 X( G) , 可采
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用分离变量方法求解# 即方程(6) 解的一般表达式为 :

  
5 =

1
2

[ �ZU( Z) + ZU(�Z ) + V ( Z) + V ( �Z) ] ,

7 = f 1( Z ) + f 1(�Z ) + E
n= ]

n= - ]
DnH

(2)
n ( B | Z | )

Z
| Z |

n

,

(9)

式中: U( Z)、V ( Z )、f 1( Z ) 是解析函数, U(�Z )、V ( �Z)、f 1( �Z) 为其共轭解析函数,H
(2)
n (#) 表示

第二类虚宗量 Bessel函数# 将(7) 代入上式可得映射面下的势函数# 

通过应力单值性及有界性讨论可知控制方程( 6)一般解的显示表达式为:

5( Z , �Z ) =
1
2
�Z -

X + iY
8P

lnZ+ E
1

- ]
anZ

n
+ Z -

X - iY
8P

ln�Z + E
1

- ]
�an Z

n
+

      1
2

X - iY
8P

ZlnZ + A lnZ + E
2

- ]
bnZ

n
+

X + iY
8P

�Z ln�Z + �A ln�Z + E
2

- ]
bn Z

n
, (10)

7 ( Z, �Z ) =
Lr + iLH
4Pi lnZ + E

2

- ]
CnZ

n
-

Lr - iLH
4Pi ln�Z + E

2

- ]
Cnln Z

n
+

    E
]

- ]
DnH

(2)
n ( B | Z | )

Z
| Z |

n

, (11)

其中: ( X , Y) 表示作用于围线外应力主矢量的分量, ( Lr, LH) 表示作用于围线外力偶主矢量的

分量, A、an、bn、cn 和Dn 为待定常数# 

式( 10)和( 11)是控制方程( 6)的一般解# 将 Z = X( G) , �Z = X( G) 代入(10) 和( 11) 中,就

得到了在映射面 G、�G下控制方程(8) 的一般解# 

2  应力及边界条件

现在我们用 5, 7 两个应力函数表示应力及边界条件# 这些表达式均以复数的形式给出# 

211  应力表达式

引进 Z = X + iY, �Z = X - iY,则应力表达式在极坐标系下可写为复合形式:

  

( Rr + RH) + i( SHr - SrH) = 4
52 5
5Z5�Z + i

52 7
5Z5�Z ,

( RH- Rr ) + i( SHr + SrH) = 4
52 5
5Z

2 + i
52 7
5�Z 2 e2iH,

Lrz - iLHz = 2
5W
5Z

eiH,

(12)

式中   e
2iH

=
G
2

r
2 # Xc( G)

| Xc( G) |
, e

iH
=

G
r

# Xc( G)
| Xc( G) |

, e
- iH

=
�G
r

# Xc( G)
| Xc( G) |

,

同理,也可给出 G平面上应力复合形式表达式# 

212  应力边界条件

下面我们讨论孔边自由这种应力边界条件,所有这些讨论都将在映射面上进行# 

  Rr - iSrH = 2
1

Xc( G) Xc( G)
52 5
5G5�G+ i

1

Xc( G) Xc( G)
52 7
5G5�G -

      2 1
Xc( G)

5
5G

1
Xc( G)

5 5
5G + i 1

Xc( G)
5
5G

1
Xc( G)

5 7
5G e2iH, (13a)

  Lrz =
1

Xc( G)
5 7
5Ge

iH
+

1

Xc( G)
5 7
5�G e

- iH# ( 13b)
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由于所研究的应力函数中的待定系数为 5个, 而应力边界条件只有 3个,需要补充条件,

即Cauchy_Riemann条件:

  1
Xc( G)

5
5G 1-

4

Xc( G) Xc( G)
52

5G5�G 7 = - 2i 1
Xc( G)

5
5G

1
Xc( G)

5
5G U# (14)

3  算例与讨论

考虑在简单拉力场中有一半径为 R 的圆柱孔, p 与孔轴正交,如图 1所示# 

图 1 简单拉力场中的圆孔

在边界 L上无外力和力偶,即X = Y = Lr =

LH = 0,则应力函数( 10) 和(11) 成为下述形式 :

5( Z , �Z ) =
1
2
�Z E

1

- ]
anZ

n
+ Z E

1

- ]
an Z

n
+

    A lnZ + E
2

- ]
bnZ

n
+ �A ln�Z + E

2

- ]
bn Z

n
,

(15)

7 ( Z, �Z ) = E
2

- ]
CnZ

n
+ E

2

- ]
Cn Z

n
+

    E
]

- ]
DnH

(2)
n ( B | Z | )

Z
| Z |

n

# (16)

将半径为 R 的圆映射成单位圆的映射函数取为如下的形式:

  Z = X( G) = RG, �Z = X( G) = R�G,

则( 15)和( 16)为如下形式:

  5( G, �G) =
1
2

R�GE
1

- ]
anR

nGn
+

1
2

RGE
1

- ]
anR

nGn
+

1
2

A lnRG+

      1
2 E

2

- ]
bnR

nGn +
1
2 E

2

- ]
bnR

n Gn
+

1
2
�A lnR�G, (17)

  7 ( G, �G) = E
2

- ]
CnR

nGn
+ E

2

- ]
CnR

n Gn
+ E

]

- ]
DnH

(2)
n ( B| RG | )

RG
| RG |

n

# (18)

应力边界条件为( 13)和( 14)# 将( 17)和( 18)式代入( 13)、( 14)式中得:

  Rr = E
1

- ]
anR

n- 1#n(2- n) cos( n - 1) H+ E
1

- ]
anR

n- 1#ncos( n - 1) H+

B2

2 E
]

- ]
Dn[H

(2)
n ( B| R | ) + H

(2)
n- 2( B | R | ) ] sinnH+

A

R
2 -

E
2

- ]
bnR

n- 2#n( n - 1) cosnH+ 2 E
2

- ]
CnR

n- 2#n( n - 1) sinnH, (19)

  SrH= - E
1

- ]
R

n- 1#n(2 - n) sin( n - 1) H+ E
1

- ]
anR

n- 1#nsin( n - 1) H+

B2

2 E
]

- ]
Dn[H

( 2)
n ( B | R | ) + H( 2)

n- 2( B | R | ) ] cosnH+

E
2

- ]
bnR

n- 2#n( n - 1) sinnH+ 2 E
2

- ]
CnR

n- 2#n ( n - 1) cosnH, (20)

  ReLrz = E
2

- ]
CnR

n- 1#ncosnH+
B
2 E

]

- ]
Dn[H

(2)
n- 1( B | R | ) - H( 2)

n+ 1( B | R | ) ] +

806 赵   俭   斌    李   子   国



cosnH+ E
2

- ]
CnR

n- 1#n cosnH, (21)

  Im Lrz = E
2

- ]
CnR

n- 1#nsinnH+
B
2 E

]

- ]
Dn [H

(2)
n- 1( B| R | ) - H

(2)
n+ 1( B | R | ) ] sinnH-

E
2

- ]
CnR

n- 1#nsinnH, (22)

  E
2

- ]
CnR

n- 1#nei( n- 1) H
+

B
2

(1 + l
2B2) E

]

- ]
DnH

(2)
n- 1( B| R | ) ei( n- 1) H

=

      2iE
1

- ]
anR

n- 2#n( n - 1) ei( n- 2) H# (23)

图 2  H= 90b时,本文结果            图 3 R/ l = 1 时,圆孔附近应力集

与 Mindlin结果对比 中系数分布与 H值的关系

对于孔边自由这种应力边界条件, 有:

  RR = SRH = LRz = 0# (24)

由( 24)可以确定系数,进而可以推出,当 r = R 时:

RR = - P + 2pcos2H+ p sin2H+ 3ip #
H(2)

- 2 + H(2)
- 4

2[H( 2)
- 2 + H(2)

- 4 ] + 12i
l
R

[H(2)
- 3 - H(2)

- 1 ]
cos2H+

    
12pH

( 2)
- 2

[H( 2)
- 2 + H(2)

- 4 ] +
6i l
R

[H(2)
- 3 - H(2)

- 1 ]
sin2H- i

3pl
2R

# 1

H(2)
- 2 + H( 2)

- 4 +
6l
R

[H(2)
- 3 - H(2)

- 1 ]
cos2H-

    
12pH( 2)

0

H(2)
- 2 + H( 2)

- 4 +
6l
R

[H(2)
- 3 - H(2)

- 1 ]
sin2H# 

定义应力集中系数 Re | R
*
R | : Re | R

*
R | = Re( | RR | / p ) # 

1) 当 l = 0时,相当于经典无力偶情况# 

( a) H= 0b时, Re | R*R | = 1;

( b) H= 90b时, Re | R*R | = 3;

2) 当 l X 0时,图 2给出了 H= 90b时的结果与 R. D.Mindlin结果的对比# 
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3) 当 l X 0时,图 3给出了 R / l = 1时圆孔附近应力集中系数的分布情况# 

4  结   论

本文将求解无限弹性平面中孔洞附近的应力集中问题的复变函数方法推广到微极弹性理

论的应力集中问题上去, 在此基础之上建立了求解微极弹性理论中的应力集中问题的一般求

解方法# 最后, 用本文方法对圆形孔洞附近的应力集中系数作了数值计算,给出了具体结果# 

结果表明:本文的方法是可靠的,本文的方法可以方便地推广到动应力集中问题上去# 由于篇

幅所限,本文只给出圆孔解,将陆续给出非圆孔洞静、动应力集中解答# 
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Influence of Couple_Stresses on Stress Concentrations

Around the Cavity

ZHAO Jian_bin1,  LI Zi_guo2

( 11Depar tm ent of Civil Engineer in g , Shen yan g Architectur al and Civil En gin eer in g

Institute , Shen yan g 110015, P R China ;

21Depar tment of Civ il En gin eer ing , Harbin En gineer ing

Un iv er sity , Harbin 150001, P R Chin a )

Abstract: The complex function method was used in the solution of micropolar elasticity theory

around cavity in an infinite elasticity plane. In complex plane, the general solution of two dimension

micropolar elasticity theory is given. The solution comes from analytic function and / Zonal Function0.

The boundary conditions of non_circular cavity are satisfied by using the conformal mapping method.

Based on themethod, a general approach solving the stress concentration in micropolar elasticity the-

ory is established. Finally, the numerical calculation is carried out to the stress concentration coeff-i

cient of circular cavity.

Key words: micropolar elasticity theory; stress concentration; complex function; conformal map-

ping; couple_stresses
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