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基于小波分析的空间机械臂
运动规划的最优控制
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摘要:  讨论了空间机械臂系统非完整运动规划的最优控制问题# 利用小波分析方法, 将离散正

交小波函数引入最优控制,由小波级数展开式逼近替代传统的 Fourier 基函数, 提出基于小波分析

的最优控制数值算法# 仿真结果表明,该方法对求解空间机械臂非完整运动规划问题是有效的# 
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引   言

近年来,空间机械臂非完整运动规划问题的研究已引起人们的重视[ 1~ 4]# 空间机械臂是

典型的无根多体系统# 在机械臂操作过程中,当载体姿态控制系统处于关闭状态时,各分体的

相对运动均不可避免地引起载体的质心偏移和姿态偏转, 从而使空间机械臂运动规划问题成

为运动学与动力学交织的复杂问题,完全不同于地面机械臂# 忽略微弱的重力梯度力矩,系统

相对质心的动量矩守恒, 当机械臂杆件数大于 1时,其动力学方程可降为一阶而具有非完整约

束特征,这意味着可以通过规划机臂各关节角的路径, 不仅使机械臂各关节角达到期望位置,

而且可以同时使载体姿态达到期望位置[ 1, 2]# Nakamura( 1991) [ 2]和刘延柱( 1996) [ 3]分别在机

械臂关节空间和臂端负载的位形空间内讨论了运动路径规划问题# Fernandes( 1991) [ 4, 5]和作

者( 1997) [ 6]分别利用最优控制方法研究了空间机械臂和航天器太阳帆板展开运动规划问题# 

该方法的思想来源于泛函分析的Ritz理论
[ 7]

,实际应用时采用 Fourier 基函数展开# 作为传统

Fourier分析发展的小波分析理论已成为一种新的强有力的分析工具和数学方法# 本文在最优

控制算法中引入离散正交小波函数,由多分辨函数逼近替代传统的 Fourier基函数# 求解过程

用尺度函数得到近似解, 再根据精度的需要逐步迭加高分辨分量# 通过仿真算例表明,基于小

波分析的最优控制算法可有效地解决空间机械臂非完整运动规划问题# 

1  动力学方程

设空间机械臂由载体 B1 和臂杆件 Bi ( i = 2, ,, n) 等 n 个刚体以n - 1个单自由度转动
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铰 Oj ( j = 2, ,, n) 联结组成的无根单链系统(见图 1)# 以系统总质心 O c为原点建立惯性基

e0, 以各分体质心 O ci为原点建立连体基 ei ( i = 1, ,, n)# 忽略微弱的万有引力梯度,则系统

内各质点的万有引力与 O c点的轨道运动产生的惯性力平衡, 系统相对( O c_XYZ) 的动量保持

为零,且相对 Oc点的动量矩守恒# 设 H0为系统的起始动量矩,根据动量矩守恒原理有

图 1  单链多体系统

E
n

j= 1

( Jj # Xj + mj Qj @ ÛQj ) = H0, (1)

其中 mj , Jj 分别为分体 Bj 的质量和中心惯量张

量, Xj 为Bj 的角速度, Qj为各分体质心O cj 相对O c

的矢径, 它可由增广体铰矢量 bij ( i , j = 1, ,, n)

计算[ 8]

  Qj = E
n

i= 1
bij# (2)

将式( 2)代入式( 1)中得到

  E
n

j= 1
Ij # Xj = H0, (3)

其中 Ij 为分体 Bj 的等效惯量张量, Ij 可表示为增广体惯量张量 K
*
ij ( i , j = 1, ,, n) 的求和式

[ 8]

  

Ij = E
n

i- 1
K

*
ij ,

K
*
ij = Dij K

*
i - (1 - Dij ) m[ ( bji # bij ) E - bjibij ] ,

K
*
i = J i + E

n

k= 1
mk( b

2
ikE - bikb ik ) ,

(4)

其中 Dij 为Kronecker符号,将载体相对 e0的姿态角 H1k( k = 1, 2, 3) 和相应的转轴基矢量p 1k相

对 e1的投影列阵 p1k( k = 1, 2, 3) 组成列阵 H1 和方阵 p 1

  H1 = ( H11, H12, H13)
T
, p1 = ( p 11, p 12, p 13)

T# (5)

将 Oj 铰关联的邻接刚体Bj 相对B j- 1 的转角 Hj ( j = 2, ,, n) 构成列阵 H*

  H* = ( H2, ,, Hn )
T# (6)

设 p1为 Oj 铰的转轴基矢量相对 ej 的投影列阵,则分体 B i的角速度 Xj 相对 ei 的投影列阵 Xi 为

  Xi = E
i

j= 1
A ij p j ÛHj   ( i = 1, ,, n)# (7)

将式( 7)代入式( 3) ,设起始动量矩 H0为零,导出系统非完整约束方程

  ÛH1+ JÛH* = 0, (8)

其中

  J = ( J 2, J 3, ,, J n) , Ji = p
- 1
1 E

n

k= 1
A 1kIkA k1

- 1

E
n

k= i

A 1kI kA ki p i# (9)

2  离散正交小波与函数逼近

离散小波定义为[ 9]

  Wm, n ( t ) = a
- m / 2
0 W( a- m

0 t - nb0) , (10)

其中 a0 > 0, b 0 > 0, m、n 为整数# 若取 a0 = 2, b0 = 1,且 Wm, n( t ) 满足

  Q
+ ]

- ]
Wm, n( t ) Wmc, nc( t )dt = DmmcDnnc, (11)
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则称 Wm, n ( t ) 为离散正交小波# 

正交小波的构造一般借助于尺度函数 U( t ) ,采用与离散小波相同的记号表示,则有

  Um, n ( t ) = 2- m / 2U(2- m
t - n)# (12)

尺度函数与小波函数之间存在正交关系

  Q
+ ]

- ]
Um, n ( t ) Um, nc( t )dt = Dnnc, Q

+ ]

- ]
Um, n( t ) Wmc, nc( t )dt = 0# (13)

设由 Um, n ( t ) , n I Z , Wm, n( t ) , n I Z 构成的空间分别记为 Vm和Wm ,它们都是 L
2
(R) 的

子空间,且有如下的关系

  Vm < Vm- 1, Vm- 1 = Vm © Wm , lim
m y- ]

Vm = L
2
(R) , (14)

其中尺度函数空间 Vm是一系列的嵌套空间,其极限为 L
2
(R) , Vm- 1比 Vm 具有更高的分辨率,

Wm 是Vm在Vm- 1 中的正交补空间# 由 V0 < V- 1, W0 < V- 1 可知, 尺度函数 U( t ) 与小波函

数 W( t ) 之间存在双尺度关系

  U( t ) = 2 E
2N- 1

n = 0
hnU( 2t - n) , W( t ) = 2 E

2N- 1

n= 0
gnU(2t - n) , (15)

其中系数 hn 和gn 的关系可由 U( t ) 和 W( t ) 的正交条件得到

  gn = (- 1) n
h2N- n- 1,   ( n = 0, 1, ,, 2N - 1)# (16)

当尺度函数为紧支的,且双尺度方程的等号右边仅包含有限项时,构造出的正交小波基函数也

将是紧支的# 若选 m0为最低分辨率, L
2
(R) = Vm

0
© Wm

0
© Wm

0
- 1 © ,,则 Pf ( t ) I L

2
(R)

可展开成小波级数

  f ( t ) = E
+ ]

n= - ]
3f , Um

0
, n4Um

0
, n( t ) + E

m
0

m= - ]
E
+ ]

n= - ]
3f , Wm, n4Wm, n ( t )# (17)

上式是利用小波级数作函数逼近多分辨公式,也是函数在正交小波基上的分解,实际应用时经

常先采用近似公式

  f ( t ) U E
+ ]

n= - ]
3f , Um

0
, n4Um

0
, n( t )# (18)

若不能满足精度要求再逐步添加/细节信号0,即式( 17)中的第二项# 

3  非完整运动规划的最优控制

设空间机械臂系统的位形 x = ( H1, H* )
T为状态变量,选择机械臂相对转动角速度 ÛH* 为

输入控制变量, 以列阵 u 表示

  u = ÛH* = ( ÛH2, ÛH3, ,, ÛHn )T , (19)

则系统状态方程为

  Ûx = B( x ) u, B( x ) =
- J

E
, (20)

其中矩阵 B( x ) 中的 E为( n - 1) @ ( n - 1) 单位阵# 方程(20) 体现出系统的非完整约束特

性,即以机械臂( n - 1) 个关节相对角速度变量控制载体姿态三个变量和臂关节相对转角( n -

1) 个变量 # 对于给定空间机械臂系统初始和终端状态, 通过优化指标寻找最优控制输入

u( t ) , t I [ 0, T ]确定状态转移的最优轨线# 根据最小能量控制原理,选取机械臂各关节耗散

能为最优控制指标, 性能指标函数为
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  J( u) = Q
T

0
3u, u4dt , (21)

其中 u ( t ) 为 L
2
( [ 0, T ] ) 可测向量函数# 实际计算时仅考虑有限维情况, 利用小波函数作为

正交基向量 ai
N
i = 1,将 u的分量按式(17) 展开并取有限项,则 u( t ) 可表示为小波基向量的线

性组合

  u = E
N

i= 1

Aiai = 5A, (22)

其中 Ai ( i = 1, ,, N) 为函数 u 在 ai
N
i 基上的投影, 5 为以 ai

N
i= 1 为列的 ( n - 1) @ N

矩阵# 考虑式(13) 的正交条件,并引入罚因子 K,指标函数可写为

  J ( A, K) = E
N

i = 1

A2i + K+x( t ) - xf +2
, (23)

其中 x( T ) 是方程(20) 在给定控制输入 u 时系统在 t = T 时的状态# x( T) 是 A的函数,设

x ( T) = f ( A) , 当N 和K给定时,式( 23) 变为

  J ( A) = 3A, A4+ K+f ( A) - xf +2# (24)

此时寻找控制输入 u使式(21) 为最小值问题转化为寻找 A使式(24) 为最小值的问题# 利用

牛顿法,将 J ( A) 展开成Taylor级数,并取二阶近似修正后得到高斯 _牛顿迭代公式

  An+ 1 = An - R[ CE + A
T
A]

T
[ CAn + A

T
( f ( An ) - xf ) ] , (25)

其中 A为f ( A) 的 Jacobi矩阵, E为单位阵, C= 1/ K, R为步长因子, 0 < R < 1# 设

  y ( t ) = 5 x( t ) / 5A (26)

且 y (0) = 0,可得关于 y ( t ) 的微分方程

  Ûy ( t ) = E
N- 1

i = 1

5B i

5x u i y + B5# (27)

对式( 20)和( 27)从 0到 T 数值积分,并设f ( An ) = x( T) , A = y ( T ) 代入式(25) 即可迭代求解

An,从而求出最优控制律 u ( t )# 

4  数 值算 例

以两杆空间机械臂平面运动为例, 设系统质量几何参数为 m1 = 50 kg, m 2 = m3 = 5 kg,

J 1 = 718 kg#m2
, J 2 = J 3 = 0152 kg#m2

, O1O2 = 015 m, O2O3 = O3O4 = 1 m# 用 T = 5 s时

间完成各分体的规定动作# 选择 N = 2的 Daubechies紧支承正交小波
[ 10]

,系数 hn 为

  h0 = (1 + 3) / 4, h1 = (3+ 3) / 4, h2 = (3 - 3) / 4, h3 = (1- 3) / 4;

尺度函数 U( t ) 的值为

  U(1) = (1+ 3) / 2, U(2) = (1- 3) / 2, U(0) = U(3) = 0;

gn( n = 0, 1, 2, 3) 可由式(16) 计算; 尺度函数 U( t ) 的支撑区间为[ 0, 3] , U( t ) 在二进制小数上

的值可由双尺度方程(15) 得到
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U(015) = E
3

k= 0

hkU(1 - k ) = h0U(1) = (2+ 3) / 4,

U(115) = E
3

k= 0

hkU(3 - k ) = h1U(2) + h2 U(1) = 0,

U(215) = E
3

k= 0
hkU(5 - k ) = h3U(2) = (2- 3) / 4# 

(28)

由上式( 28)的结果可算出 U(0125)、U(0175)、U(1125)、U(1175)、U(2125)、U(2175) 的值, 此过

程反复进行可求得任意二进制小数的 U( t ) 值# W( t ) 的值可用式(15) 的第二式计算# 利用

式(18) ,取 m0 = 0,控制变量 u( t ) 的分量 ui 可表示为

  ui = E
n

Ci ( n) U( t - n) ,   ( i = 1, 2) , (29)

其中系数 Ci ( n) 的周期为 T = 5# 考虑尺度函数的支撑区间,可列出与 u1相关的 5个基向量

ai ( t )
5
i = 1 为

U( t )

0
,
U( t - 1)

0
,
U( t - 2)

0
,
U( t - 3) + U( t + 2)

0
,
U( t - 4) + U( t + 1)

0
;

与 u2 对应的基向量 ai ( t )
10
i = 6可由上式行互换得到# 

算例 1  要求载体的初始和终端位形保持不变, 机械臂前杆由初始位形 P/ 4转到 P/ 2, 末

杆由 P/ 6转动 P/ 3# 即

  x0 =

0

P/ 4

P/ 6

, xf =

0

P/ 2

P/ 3

# 

仿真结果如图2、3所示,其中图 2( a)、( b)为最优控制输入规律,图 3( a)、( b)、( c)为载体姿态和

机械臂关节角的优化轨线# 

  ( a)             ( b)

图 2 最优控制输入规律

算例 2  要求载体由初始位形 0转动 P/ 2到终端位形,机械臂前杆由 P/ 6转到 P/ 3, 末杆

由P/ 4转到 P/ 2# 即

  x0 =

0

P/ 6

P/ 4

, xf =

P/ 4

P/ 3

P/ 2

# 

图4( a)、( b)为最优控制输入规律, 图 5( a)、( b)、( c)为载体姿态和机械臂关节角优化轨

线# 图中实线为尺度函数 U( t ) 计算结果,点线为尺度函数 U( t ) 迭加正交小波函数 W( t ) 计算

结果,虚线为Fourier基函数
[ 6]
计算结果# 算例计算收敛判定条件均为 +$A+ < 10

- 5
,三种迭
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        ( a)              ( b)              ( c)

图 3  载体姿态和机械臂关节角优化轨迹

  ( a)             ( b)

图 4 最优控制输入规律

        ( a)              ( b)              ( c)

图 5  载体姿态和机械臂关节角优化轨迹

代计算结果比较见表 1和表 2# 

  表 1(算例 1)

+ A+ J (A)

Fourier +A29 + = 11629 73 J (A29) = 21428 10

U( t ) +A31 + = 11634 66 J (A31) = 21363 18

U( t ) + W( t ) +A30 + = 11628 39 J (A30) = 21287 01

  表 2(算例 2)

+ A+ J (A)

Fourier +A31 + = 11901 60 J (A31) = 21952 61

U( t ) +A35 + = 11916 07 J (A35) = 21916 47

U( t ) + W( t ) +A33 + = 11905 94 J (A33) = 21831 87

5  结   论

通过本文分析和数值仿真结果表明: 1) 基于小波分析的最优控制能有效的求解空间机

械臂非完整运动规划问题; 2) 使用尺度函数通常均能满足精度要求; 3) 使用尺度函数迭加

正交小波基函数可以达到更高的精度和指标函数得到进一步优化; 4) 从性能指标 J ( A) 可以
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看出小波基函数比Fourier 基函数能减少系统的控制能量消耗# 利用小波分析理论,将其引入

最优控制,是一种新方法的尝试# 尽管本文工作是针对空间机械臂非完整运动规划问题,但我

们提出基于小波分析的最优控制方法也为其它优化控制研究提供了一种新的思路# 
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Based on Wavelet Analysis to Optimal Control of

Motion Planning of Space Manipulator

GE Xin_sheng
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Abstract: The optimal control problem of nonholonomic motion planning of space manipulator was

discussed. Utilizing the method of wavelet analysis, the discrete orthogonal wavelets were introduced

to solve the optimal control problem, the classical Fourier basic functions were replaced by the

wavelet expansion approximation. A numerical algorithm of optimal control was proposed based on

wavelet analysis. The numerical simulation shows, the method is effective for nonholonomic motion

planning of space manipulator.

Key words: space manipulator; motion planning; optimal control; wavelet analysis
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