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大挠度钻柱强度分析的平衡微分方程法
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摘要:  对小井眼、大曲率井中钻柱强度问题, 以井轴为基准轴, 在对井轴弯挠描述和钻柱微段三

维受力变形分析的基础上,建立大位移钻柱平衡微分方程, 采用 Longe_Kutta法解之求内力,并依此

求应力和建立强度条件# 对H767 侧钻水平井施工中钻柱应力计算分析, 结果说明与有限元模型

和弹性化软绳模型比较相吻合,该模型比有限元模型计算简捷方便; 比弹性化软绳模型更完善可

信;该井钻柱破坏事故愿因在于井眼曲率过大, 兼有应力集中# 
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引   言

侧钻水平井施工中, 与一般钻井施工相比较, 由于井眼大曲率引起了钻柱大位移和较大

的附加弯挠载荷, 并且钻柱尺寸小, 钻柱更易发生破坏, 造成生产事故, 使钻柱强度问题更

加突出# 为了了解钻柱应力分布规律, 进行切实的强度计算, 建立了有限单元模型[ 1]、[ 2]和强

性化软绳模型[ 3]# 前者虽较完善, 但是是一个三重非线性迭代计算过程, 计算较繁; 后者虽简

单,但精度稍差# 本文根据钻柱实际工况特点,通过建立大挠度钻柱的平衡微分方程, 求解内

力,建立强度条件,实现强度计算# 

1  井轴挠曲状态的描述

111  井轴的曲率与挠率

实际井轴一般为三维曲线,建立 oxyz 坐标系(图 1) 描述井轴# 根据空间几何学, 井轴的

曲率与挠率,用井深 s (自井口的井轴弧长) 为参数表示为

  k = | Rd | = [ xd( s ) ] 2
+ [ yd( s ) ] 2

+ [ zd( s) ] 2
, u = ( Rc, Rd, RÊ ) / k 2

, (1)

R 为井轴上任意点矢径# 钻井工程中,描述井轴常用的参量为井斜角 A(井轴切向与 z 轴夹

角) 和方位角 <(井轴切向在水平面投影与 x 轴夹角) ,与坐标间关系为:

  Rc = ( xc, yc, zc) = ( sinAcos<, sinAsin<, cosA)

则井轴的曲率与挠度可表示为
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  k = <c2sin2A+ Ac2
,  u = 1 + Ac2

k
2 <ccosA+ 1

k
2 ( <dAc- <cAd) sinA# 

112  自然轴系下的有关关系

由于已钻的井眼轨迹可用测井数据通过插值计算确定下来
[ 4]

, 故在分析钻柱受力时可采

用自然轴系 tnb# 三轴单位正向矢量表示为

  t = Rc= ( xc, yc, zc) ,  n = Rd/ k ,  b = t @ n# 

则自然轴系与直角坐标系间的坐标变换关系为

  

t

n

b

=

xc yc zc

xd
k

yd
k

zd
k

yczd - ydzc
k

zcxd- zdxc
k

xcyd- xdyc
k

x

y

z

# 

由此,并考虑 xdxc+ ydyc+ zdzc= kt # n = 0和仅需反映两种坐标微分间关系, 取 x = y = z =

0, 则有

  dt
d s

= 1,  dn
ds

= 0,  d b
ds

= 0# (2)

2  大挠度钻柱的平衡微分方程

以井轴为基准,取钻柱微段, 受力如图1, q为分布浮重, N和F分别为正反力和摩擦力,两

图 1  钻柱微段受力图

端受剪力、轴力、扭矩、弯矩( Qn , Qb , T , Mb , M t ) 作用# 

建立自然轴系 tnb ,设 c2为工作状态系数,起钻时取1,下

钻时取- 1,旋转时取 0;轴向摩擦系数为 f , 横向摩擦系

数为 f 1# 在该系下建立微段平衡方程,并考虑 F = fNc2

或 F = f 1N(1 - | c2 | ) ,有

E N = - ( Qn - dQn) ( n - dn ) # n + Qn+

fNc2d s t -
dt
2

# n + qd sn + Nnds @

n -
dn
2

# n - ( Qb - dQ b) n # ( b -

d b) - f 1(1- | c2 | )ds N b n-
dn
2

- Nn b -
db
2

n + N bc2ds b -

db
2 # n- (T - dT ) n # ( t - dt ) = 0,

E T = - ( Qn - dQn) ( n - dn ) # t + T + fNc2ds t -
dt
2

# t + qdst +

Nnds n -
d n
2 # t - ( Qb - dQ b) t # ( b - db) - f 1(1 - | c2 | )ds [ N b( n -

n
2

- Nn b -
d b
2

# t + N bds b -
d b
2

# t - (T - dT) t # ( t - dt ) = 0,

E B = - (Qn- dQn) ( n - d n) # b + Qb +
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fNc2ds t -
dt
2

# b + qdsb + Nnd s n -
dn
2

# b -

( Qb - dQb) b # ( b - d b) - f 1(1 - | c2 | )ds [ N b( n -
n
2
) - Nn ( b -

d b
2
) ] # b +

N bds( b -
db
2
) # b - ( T - dT ) b # ( t - dt ) = 0,

E M t = - (Qn- dQn) [ ( n - dn) # bdn - ( n- dn ) # ndb] +

fNc2ds [ ( t -
dt
2
) # bdn - ( t -

dt
2
) # ndb] / 2+ qdsndb/ 2 - (T - dT) #

[ ( t - dt ) # bdn - ( t - dt ) # ndb] + Nds[ (n-
dn
2
) # bdn - (n -

dn
2
) # ndb] / 2-

( Qb - dQb) [ ( b - db) # bdn - ( b - d b) # ndb] + M t -

(M t - dM t ) ( t - dt ) # t - (Mb - dMb) ( b - db) # t -

f 1N ds(1 - | c2 | )
d0

2
( t -

dt
2
) # t = 0

E Mn = - ( Qn - dQn ) [ ( n- dn ) # tdb - ( n - dn) # bdt ] +

fNc2ds [ ( t -
dt
2 ) # tdb - ( t -

dt
2 ) # bdt ] / 2 + qdstdb/ 2 -

( T - dT ) [ ( t - dt ) # tdb - ( t - dt ) # bd t ] - Nds [ ( n -
d n
2 ) # tdb -

( n-
d n
2

# tdb] / 2- ( Qb - dQb) [ ( b - db) # tdb - ( b - db) # bdt ] -

( M t - dM t ) ( t - dt ) # n - (Mb - dMb) ( b - db) # n -

Nf 1ds (1- | c2 | )
d0

2
( t -

dt
2
) # n = 0,

E Mb = - (Qn- dQn ) [ ( n - dn) # ndt - ( n - d n) # tdn] +

fNc2
ds
2 [ ( t -

dt
2 ) # ndt - ( t -

dt
2 ) # tdn] +

qds ( ndt - tdn) - ( T - dT) [ ( t - dt ) # ndt - ( t - dt ) # tdn] -

N
ds
2
[ ( n -

dn
2
) # td n - ( n -

dn
2
) # ndt ] - ( Q b - dQ b) #

[ ( b - db) # ndb - ( b - db) tdn #] + Mb -

( Mt - dM t ) ( t - dt ) # b - (Mb - dMb ) ( b - db) # b -

Nf 1ds (1- | c2 | )
d0

2
( t -

dt
2
) # b = 0# 

由雪列_弗莱纳公式和( 2)式,略去高阶小量, 整理,得

dM t

ds
= Nf 1

d0

2
(1 - | c2 | ) ,  Q b = uMb - kM t ,  Qn =

dMb

ds
,

d2
Mb

d s
+ Nn + q# n - u ( uMb - kM t ) + kT - f 1N b(1 - | c2 | ) = 0,

dT
ds

+ q # t + fNc2- k
dMb

ds
= 0,

d
ds ( uMb - kM t ) + u

dMb

ds + N bc2+ q # b + f 1Nn (1- | c2 | ) = 0# 

(3)
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3  钻柱受力与强度条件

根据图1和式( 1)、( 3) ,应有

q # t = q # Rc( s ) = qzc,
q # n = q # Rd( s) / k = qzd/ k ,

q # b = q # ( t @ n) = q( xcyd - xdyc) / k,

N b = N # b = N n -
dn
2 # b = - uNds U 0,

Nn = N # n = N n -
dn
2

# n = N ,  Mb = EIk,  Qn = EI
dk
ds

# 

(4)

kc =
1
k
( xdx Ê + ydy Ê + zdzÊ ) ,

kd =
1

k
3[ k

2
( x Ê 2

+ yÊ 2
+ zÊ 2

) - ( kkc) 2
] ,

其中,若井轴为三次样条函数, x
(4)

= y
( 4)

= z
(4)

= 0# 由式(3)、(4) 有

Tc= q [ f c2( xcyduk + zdkc- xdycuk ) - zckkc- k
2
uf 1(1 - | c2 | ) (1 - kd 0/ 2) zc] +

EI [ k
2
kc2

+ kck 3
uf 1(1- | c2 | ) (1- kd0/ 2) + fc2( kcu2

k
2
+ kdkck + ucuk3

) ] +

k
2
kcf c2T / [ k

2
uf 1(1 - | c2 | ) (1- kd0/ 2) + kkc]# 

由Longe_kutta法解该微分方程求 T 值,然后,由上式求 Tc,由下式求 N ,进而求 Mt :

N =
1
f c2

( EIkkc- Tc- qzc) ,  M t =
1

k
2
u
[ ( u

2
k - kd) EIk - Nk - qzd- k

2
T]# (5)

特殊情况下,有

N = q 1 - zc2
,  Tc = - qzc- f c2 q 1- zc2 ,

M
c
t =

d0

2
f 1(1 - | c2 | ) q 1- zc2

 ( k = 0)# 

Tc= EIkkc- qzc,  N = -
1
k
( EIkdk + qzd+ Tk

2
) ,

M t =
1
kck 1- k

d 0

2
f 1Nk + q ( xcyd- xdyc) ,

  ( c2 = 0, u = 0) ,

Tc= EIkkc- qzc,

N = -
EI [ kkckd+ uk

2
( kuc+ ukc)] + k

2
kcT + q [ zdkc+ uk( xcyd- xdyc) ]

kkc+ k
2
uf 1 1- k

d 0

2

,

M t =
1
kkc 1- k

d 0

2
f 1Nk + q ( xcyd- xdyc) + EI ( k

2
uc+ 2ukkc) ,

( c2 = 0)# 

Tc= EI ( kkc+ kdf c2) - q ( zc- f c2zd/ k ) + kfc2T,

N = -
1
k
[ EIkkd+ k

2
T + qzd] ,

M t =
1
kkc 1- k

d 0

2
f 1Nk(1 - | c2 | ) + q( xcyd- xdyc) ,

  ( u = 0) ,

其中, kc, zc, kd, zd, ,分别为曲率和 z 坐标 ,对 s 的一、二、,阶导数# 坐标的各阶导数,可
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通过井眼轴线模拟计算获得# 然后由之求井轴的曲率与挠率及其各阶导数,再由以上各式等

求各点内力# 最后,即可求应力和进行强度计算# 强度条件为

  
32d0Mb

P( d
4
0- d

4
i )
+

4 | T |

P( d
2
0- d

2
i )

2

+ 4
16d0M t

P( d
4
0- d

4
i )

2

[ Rs# 

4  算 例分 析

H767侧钻水平井窗口井深起于2 056116m,长2112m# 造斜点(直井段与弯曲段衔接点)以

下测斜数据如表 1# 从 2090158m 钻进 2m, 钻压 3t~ 5t, 泥浆密度 1119, 泵压突然下降 5MPa~

15MPa,意味着钻柱发生破坏# 起钻查明,马达上面接头公口断裂, 下部长 3199m 落入井底,打

捞未果造成该井报废# 断口处井深 s 为 2 088159m,井斜角 43b,方位角 13212b,造斜率(单位长

度的井斜角变化) 4111b/ m# 

扭转应力( MPa)      弯曲正应力( MPa)      第三相当应力(MPa)

图 2 钻柱沿着井深的应力分布图

取钻柱与井壁摩擦系数为 0122,钻压 419 @ 10
4
N,轴力以钻压为初值# 钻柱最大弯曲应力

648MPa(有限元计算结果为 655,弹性化软绳模型结果 64313) , 此处井深 2 087106m; 最大扭转

应力 891MPa(有限元计算结果为889,弹性化软绳模型结果 89517) ,最大相当应力 1 851MPa(有

限元计算结果为 1 798, 弹性化软绳模型结果 1 893) , 此处井深 2 089105m; 最大拉伸应力

138MPa(有限元计算结果为 142,弹性化软绳模型结果 13717) , 此处在井口# 由整井钻柱各应

力分布可知,窗口以上钻柱以轴向拉压为主, 且应力随井深增加而减小, 比弯曲段工作应力小

得多; 弯曲段钻柱则以弯扭为主, 应力值很大, 尤其靠近井底段特别突出; 弯曲段钻柱应力

分布参见图2# 从分析结果看, 与有限元法和弹性化软绳模型计算结果吻合# 
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  表 1 河 76_7侧钻水平井井眼测斜数据

井深 s /m 井斜角 A/b 方位角 B/b 井深 s/ m 井斜角 A/b 方位角 B/b

2 066132 8113 2082155 2015 12712

2 070146 1019 2085155 3114 12412

2 073166 1211 2088158 4310 13012

2 076182 1318 2089155 4613 13212

2 079155 1619 2090158 4915 13212

由上, 钻柱在井深2 087106m~ 2 089105m的区间内,弯曲应力、扭转应力及第三相当应力

皆达到整个钻柱的最高值段: 614MPa~ 648MPa、679MPa~ 891MPa 及 1 512MPa~ 1 851MPa# 即

使按按较高屈服极限 930179MPa 的钢级S135, 相当工作应力也远远超过了强度要求# 在该区

间内随时随处都可引起破坏,实际(首先)发生破坏的往往是那些具有尺寸或几何缺陷事突变

的地方(容易产生应力集中)# 该井钻柱破坏正是发生在该区间内( 2 088159m)螺纹丝扣处# 

在2 087106m~ 2 089105m的危险区间内,轴向拉压应力很小, 相当工作应力达到如此高值,主

要是由于井眼曲挠过大所致# 所以,钻柱破坏的主要原因是进眼曲率过大和应力集中存在# 

5  结   论

从强度分析结果看, 文中模型与有限元法和弹性化软绳模型吻合,但比有限元模型计算简

捷方便;比弹性化软绳模型更完善(不含软绳成份)切实, 具有较好的实用性;H76_7侧平井钻

柱强度破坏主要原因在于断口处井眼井斜与方位变化过大和应力集中存在# 
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Method of Equilibrium Differential Equation

for Analysis of Strength of Large

Deflection Drill String

LIU Yan_qiang

( Depa rtm ent of Archit ectur al En gineer ing , Univ er sity of Petr oleum ,

Dongy ing , Shandong 257062, P R China )

Abstract: To counter the strength problem of drill string in well of large curvature and small diame-

ter, well axis was taken as datum axis. Based on description of deflection of well axis and on analysis

of three dimensional forces of a small section of drill string, equilibrium differential equations of large

deflection drill string were established. The internal forces were found by Longe_Kutta method. The

stresses were found by using them and the strength prerequisite was established. Stresses of drill

string in lateral horizontal well H767 were computed. The results are in agreement with those of finite

element model and soft_rope rigidified model. But the method is simpler for computation than finite

element model and is more perfect than soft_rope rigidified model. Curvature of the well is too large

and there is stress concentration so that the fraction accident of drill string occurs.

Key words: lateral horizontal well; large deflection; drill string; stress; strength; equilibrium differ-

ential equation
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