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摘要:  对于线性二次型高斯( LQG)量测反馈最优控制问题,提出了精细积分解法# 根据分离性原

理,LQG 控制问题可以分成为最优状态反馈控制问题以及最优状态估计问题, 即:离线计算的两套

黎卡提微分方程的求解以及状态向量的时变微分方程的在线积分解# 该算法不仅适用于求解二

点边值问题及其相应的黎卡提微分方程,也适用于求解状态估计的时变微分方程# 精细积分高精

度的特点,对控制和估计都是有利的# 数值算例表明了算法的高精度及有效性# 

关  键  词:  精细积分;  LQG 量测反馈控制;  黎卡提( Riccati)微分方程;  时变微分方程
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引   言

线性系统量测反馈控制的基本方程可表达为

  Ûx = Ax + Bw + B2u, (1)

  y = Cx + v, (2)

其中 x为n维状态向量, y 为q 维量测向量, u为m 维控制输入向量, w、v 分别为l、q 维的白噪

声随机高斯分布向量# A、B、B2、C为恰当维数的给定矩阵, 时不变,可控、可测# 白噪声向

量过程 w( t ) 与 v ( t ) 为互不相关,分别具有强度 W与 V

  
E[ v( t 1) v

T
( t 2) ] = VD( t 2- t1) , E[ w( t 1) w

T
( t2) ] = WD( t2 - t 1) ,

E[ w] = 0, E[ v ] = 0, E[ v( t 1) w
T
( t 2) ] = 0,

(3)

其中 E是取期望(均值) 之意, W为 l @ l 正定阵, V为 q @ q 正定阵# 初始状态 x( 0) 的条件

可表示为

  E[ x (0) ] = x̂ 0, E[ ( x(0) - x̂0) ( x (0) - x̂ 0)
T
] = P0 (4)

皆为给定# 并且 v( t ) , w( t ) 与初始状态 x(0) 无关# 

对于 LQG调节器问题,可以构成为分别求解最优状态反馈控制问题以及求解最优状态估

计问题,再将其综合的体系# 最优状态反馈控制是由时间的终端条件逆向求得的黎卡提微分

方程解给出的; 最优状态估计可以是 Kalman_Bucy 滤波, 是由时间的初始条件正向求得的黎卡

提微分方程解给出的,称为分离性原理[ 1~ 5]# 根据此原理,就成为求解二套黎卡提微分方程的
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系统

  ÛP( t ) = BWB
T
+ AP+ PA

T
- PC

T
V
- 1
CP, P (0) = P0, (5)

  ÛS ( t ) = - Q- SA - A
T
S + SB2R

- 1
B
T
2S , S( t f ) = S f# (6)

而对状态的估计 x̂ ( t ) ,应求解

  x̂
#
( t ) = Ax̂ + PC

T
V
- 1
( y - Cx̂ ) + B2u, x̂ (0) = x0, (7)

  Ûx( t ) = [ A - B2K( t ) ] x, u = - Kx , K = R
- 1
B
T
2S ( t )# (8)

K 称为增益阵, P( t ) 及 S ( t ) 分别是黎卡提微分方程(5) 和(6) 的解# 

虽然分离性原理在理论上已经比较成熟,但其计算方面却还很不够# 计算力学对常微分

方程的求解提出了精细积分法,既可用于初值问题的求解[ 6, 7] , 又可用于二点边值问题及其相

应的黎卡提微分方程求解[ 8]# 既使方程( 8)已是时变微分方程组, 其精细积分法也已找到[ 9] ,

卡尔曼_布西( Kalman_Bucy)滤波的精细积分见文献[ 10] # 在文献[ 9]和[ 10]中, 充分利用最优

控制中黎卡提微分方程和状态向量方程的解析特点,给出的精细积分数值结果,是计算机上的

精确解# 控制理论尤其讲究计算其反馈控制向量 u , LQG量测反馈的控制向量计算当然更是

受到关注# 本文给出其精细积分求解算法# 

1  控制下的卡尔曼_布西滤波方程

对于两套黎卡提微分方程( 5)与( 6) ,可以采用变分、区段(时段)混合能方法推导整套精细

积分的公式与算法[ 6~ 8]# 逐步积分的步长记为 G,积分的时刻为

  t 0 = 0, ,, tk = kG, ,, t f = kf G, (9)

t k为当前的时刻# 当然 Sk 与 Pk 都可精细地计算, 并且对任一个 k 这两个阵早已离线算

好[ 9, 10]# 

为了实时积分 x̂ ,将式(8) 中的 u 代入(7) 式有

  x̂
#
( t ) = ( A - B2R

- 1
B
T
2S ) x̂ + PC

T
V
- 1N( t ) , (10)

  N( t ) = y ( t ) - Cx̂ ( t )# (11)

N称为新息向量[ 11] ,它也是一种白噪声(但已是一个样本) ,且

  E[ N( t ) NT ( t + S) ] = V#D( S) , E[ N] = 0# 

式( 10)就是控制下的卡尔曼_布西滤波方程# 对该方程求解便成为 LQG量测反馈最优控制问

题的关键# 

2  精细积分的实现

方程( 10)是卡尔曼_布西滤波估计向量 x̂ ( t ) 的线性非齐次微分方程# 将新息 N的白噪声

向量当成为外界输入,于是(10) 的齐次方程与(8) 相同# 对于方程(8) 的求解,虽然由于 S( t )

阵是时变的而成为时变的微分方程组,文献[ 9] 中已给出了其初值响应矩阵的精细积分, 即其

F
- 1
s ( t ) F s(0) ,本文将记之以 5 ( t , 0)# 但非齐次方程的积分需要脉冲响应函数 5 ( t , t 0)# 用

于当前步长为 G的逐步积分,需要 5 ( t+ G, t ) ( 5 ( t , t ) = I)# 这些矩阵都是可用精细积分计

算的(见附录)# 

根据常微分方程理论,非齐次方程( 10)的解为

  x̂( t ) = 5 ( t , t 0)# x̂0+Q
t

t
0

5 ( t , t d)#f ( t d)d td, f ( t d) = P( t d) C
T
V
- 1N( t d) ,
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式中 t d是积分变量# 将此公式用于每一个时间步( tk , tk+ 1) , 采用梯形 ( Newton_Cotes)近似积

分法

  x̂( tk+ 1) = 5 ( tk + G, tk )#x̂k +Q
t
k
+ G

t
k

5 ( t k + G, t d)#P( t d) CT
V
- 1N( t d)dt d U

      5 ( t k + G, tk)#x̂k + [ 5 ( t k + G, tk) PkC
T
V
- 1
( y k - Cx̂k) +

      Pk+ 1C
T
V
- 1
( yk+ 1- Cx̂k+ 1) ] G/ 2# ( 12a)

该式也可写为(隐式格式)

  

x̂k+ 1 = vk - Nkx̂k+ 1, Nk = ( G/ 2)#Pk+ 1CT
V
- 1
C,

vk = 5 ( tk + G, tk)#[ x̂k + PkC
T
V
- 1
( yk - Cx̂k)#( G/ 2) ] +

  Pk+ 1C
T
V
- 1
yk+ 1#( G/ 2) ,

(12)

由此解出

  x̂k+ 1 = ( I + Nk)
- 1
vk# 

这就是运用精细积分的控制下的卡尔曼_布西滤波方程的逐步积分公式# 由于与量测值有关,

因此需要实时执行# 实时计算的工作量应予减少到最低限度,因此, 式( 12)还应区分出离线计

算的部分# Sk , Pk , 5 ( t k + G, tk) (见文献[ 9, 10] 以及附录) ,

  PV, k = PkC
T
V
- 1#( G/ 2) , Nk = PV, k+ 1#C, ( I + Nk)

- 1

应当对所有的 k 都预先计算好,存起来以备调用# 

3  数 值算 例

数例 1  有一维系统:

  n = 1, A = - 018, Q = 0164, B2R- 1B2 = 2510; t f = 014, S f = 0101;
  W = 110, V = 110, B = 018, C = 510; P 0 = 0101;

取 x̂ 0 = 110, y 为迭加有高斯白噪声的量测,试计算 x̂ ( t ) 及 u # 

数例 2  考虑四维系统:

  n = 4, t f = 16, Sf = diag[ 1010, 1010, 1010, 1010] ,

  A =

0 0 1 0

0 0 0 1

- 2 1 0 0

015 - 015 0 0

, Q =

2 - 1 0 0

- 1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2

,

  B2R
- 1
B
T
2 =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0125

, BWB
T
=

2 - 1 0 0

- 1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2

,

  C = [ 0, 0, 0, 015] , V = [ 1] , P0 = diag[ 011, 011, 011, 011] ,

  x̂0 = [ 110, 110, 0, 0]T ,

y 为迭加有高斯白噪声的量测, 要求计算 x̂( t ) 与 u# 
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注:新息 N= 0

  图  1                 图  2

注: N约为Cx̂ 的 1/ 10

  图  3                   图  4

注: N与Cx̂ 约为同量级

   图  5                图  6

状态估计向量 x̂ ( t ) 及最优控制律 u 经精细积分计算,结果见图 1 ~ 6# 

作为另一种检验, 可以验证计算结果是否满足如下特定情况: 设 y 为确定性量测 yk =

C�xk ,其中 �xk为齐次方程(8) 在第 k 个时间点 tk 的解,按照式(12) 的表示,即

  yk+ 1 = C�xk+ 1 = C 5 ( tk + G, tk )�xk ,

则有

  x̂k+ 1 = �xk+ 1# (13)

计算结果也证实了这一结论# 见图 1~ 2# 
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图3~ 6中给出的最优控制向量 u 计算结果, 其量测 y 迭加有不同量级的高斯白噪声# 若

噪声小些, 为信号的十分之一左右, 计算结果表明,不同步长的数据在同样的时间点上吻合很

好,见图 3~ 4;即使对于较大的量测噪声,其与信号约同量级时, 不同步长的数据在同样的时

间点上仍吻合很好, 见图 5~ 6, 说明精细积分对时间步长是不敏感的# 计算结果表明, 相应的

状态估计向量亦有上述特点# 

4  结   论

对于 LQG量测反馈最优控制问题, 本文的数值结果仍表明了精细积分高精度的特点,即

使对于状态估计的时变系数微分方程, 以及两套黎卡提微分方程的求解,将精细积分与分离性

原理相结合,同样达到了高精度的效果# LQG量测反馈最优控制的计算与目前广泛关注的

H ] 控制是密切相关的,进一步用于 H ] 控制等方面具有很大潜力# 

附录  单步脉冲响应函数 5 ( tk + G, tk) 的精细计算

对于时段 ( tk, tk+ G) ,可将文献[ 9] 中的公式用于 tk为开始, tk+ G为结束时间的时段# 将结束时间 tk+ 1
= tk+ G处的黎卡提微分方程的解矩阵Sk+ 1用以组成虚拟时段( Sk+ 1 , 0, I) 当成( E 2, G2, F2 ) ; 而将单步长的混

合能矩阵[ E( G) , G( G) , F( G) ] 当成( E1, G1, F 1) , 按文献[ 9] 中的时段合并公式有

  Sk = E (G) + FT( G) [ S- 1k+ 1+ G( G) ] - 1F( G) , (A11)

  Fs( tk ) = [ I + G( G) Sk+ 1 ]
- 1F ( G) , F s( tk+ 1) = I# (A12)

运用文献[ 9]中的相应公式有

  xk+ 1 = F- 1s ( tk+ 1)# Fs( tk) xk = F s( tk) xk# 

该式对任意 k 皆成立,因此单步 G脉冲响应函数为

  5 ( tk + G, tk) = F s( tk) , (A13)

由( A12)式即可算得# 

E ( G) , G( G) , F( G) 以及黎卡提微分方程的解矩阵 Sk+ 1皆可由文献[ 9] 给出的精细积分法算出# 因此对

任意 k , (A1 3) 皆可精细计算# 
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Precise Integration Method for LQG Optimal

Measurement Feedback Control Problem

ZHONG Wan_xie,  CAI Zhi_qin

( State Key Labor ator y of Str uctur e An aly sis , Da lian Univer sity

of Techn ology , Da lian 116024, P R China )

Abstract: By using the precise integration method, the numerical solution of linear quadratic Gaus-

sian (LQG) optimal control problem was discussed. Based on the separation principle, the LQG con-

trol problem decomposes, or separates, into an optimal state_feedback control problem and an opt-i

mal state estimation problem. That is the off_line solution of two sets of Riccati differential equations

and the on_line integration solution of the state vector from a set of time_variant differential equations.

The present algorithms are not only appropriate to solve the two_point boundary_value problem and the

corresponding Riccati differential equation, but also can be used to solve the estimated state from the

time_variant differential equations. The high precision of precise integration is of advantage for the

control and estimation. Numerical examples demonstrate the high precision and effectiveness of the

algorithm.

Key words: precise integration; LQG measurement feedback control; Riccati differential equation;

time_variant differential equation
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