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摘要:  针对非线性力学问题, 根据数值流形方法的特点及相应的位移模式, 得到了面向物理覆盖

的非线性数值流形方法的变分原理,详细推导了基于变分原理的非线性数值流形方法的理论计算

公式, 建立了非线性数值流形方法的理论体系和控制方程# 作为实际应用, 给出了相应的数值算

例,结果表明, 求解精度和效益令人满意# 
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引   言

通过借用现代数学中流形分析所使用的有限覆盖的概念,数值流形方法也引进了有限覆

盖技术,并且其有限覆盖由可以分离的数学覆盖和物理覆盖组成,建立了把有限元方法、非连

续变形分析方法和解析方法包含在内的一种全新的统一计算方法, 从而可以成功地统一处理

连续和非连续的力学问题,成为数值技术的主要发展方向之一, 具有极其深远的发展前景和应

用价值# 而目前的分析大多局限于线性分析[ 1]
或仅对一些特殊问题进行处理

[ 2]
,而工程实际

中经常遇到的是非线性问题(几何非线性或材料非线性问题) ,因此, 必须建立起完整的非线性

数值流形方法( nonlinear numerical manifold method, NNMM)的理论体系, 才能使数值流形方法得

到更广泛的应用# 本文从非线性理论体系入手,根据数值流形方法的特点及相应的位移模式,

得到了面向物理覆盖的非线性数值流形方法的变分原理, 详细推导了基于变分原理的非线性

数值流形方法的理论计算公式,建立了非线性数值流形方法的控制方程# 作为实际应用,给出

了相应的数值算例# 计算结果表明,非线性数值流形方法具有较高的求解精度和求解效益,是

一种高效的数值分析方法,经过扩展,该方法可以广泛应用于工程实际的各个领域# 

1  塑性流动理论的基本方程与变分原理

采用 Euler描述法, 假定在某一瞬时 t , 物体在静力条件下平衡, 设应力状态和加载历史是

已知的,在外力已知边界 #p 上,外力增量为 d�p i ,在位移已知边界 #u 上,位移增量为 d�u i , 并假
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定所有这些增量很小,一切方程是线性的,于是有:

1) 平衡方程:

  dRij , j = 0; (1)

2) 应变位移关系:

  dEij =
1
2

(du i, j + duj , i ) ; (2)

3) 应力增量 dRij 和应变增量 dEij 之间保持线性关系;

4) 已知外力边界条件:

  dRijnj = d�p i   (在 #p 上) ; (3)

5) 已知位移边界条件:

  dui = d�u i   (在 #u 上)# (4)

塑性流动理论的最小势能原理可表述为[ 3] :

在一切满足应变位移关系式( 2)和位移已知边界条件式( 4)的 dui 中, 使泛函

  0dp = Q8
[ A (dEij ) - dF idui ] d 8 - Q#

p

d�p iduid # (5)

最小的 dui 必为位移增量的精确解# 

对应变硬化材料,应力应变关系是:

  dEij =
(1 - 2M)
3E

dRkkDij +
dRc

ij

2G
+ A* H

5f
5Rij

df , (6)

应变能增量密度函数 A(dEij ) 为

  A (dEij ) =
E

6(1- 2M)
dEkkdEll + GdEc

kldE
c
kl - A*

G
5f
5Rmn

dEmn
5f
5Rkl

dEkl

1 + M
EH

+
5f
5Rij

5f
5Rij

# (7)

而对理想塑性材料, 应力应变关系是[ 4] :

  dEij =
(1 - 2M)
3E

dRkkDij +
dRc

ij

2G
+ A* H

5f
5Rij

dK, (8)

  lim
By0, df y0

df
B

= dK> 0; (9)

应变能增量密度函数 A(dEij ) 为

  A (dEij ) =
E

6(1- 2M)
dEkkdEll + GdEc

kldE
c
kl - A*

G
5f
5Rmn

dEmn

2

5f
5Rij

5f
5Rij

# (10)

2  非线性数值流形方法的变分原理

将求解域剖分为N 个流形单元,每个流形单元是若干个物理覆盖的交集
[ 5]# 在相邻的单

元上,位移是连续的,这样,势能泛函(5) 式可写成:

  0*dp = E
N

m= 1
Q8

m

( A
( m )

(dEij ) - d�F idu
(m )
i )d 8 - Q#

(m)

p

d�p idu
( m)
i d # , (11)

上标 m 表单元号, E 表对单元求和# 

数值流形方法中,单元是物理覆盖的交集# 不妨设第 m 号单元是物理覆盖 Ue(1) , Ue(2) ,
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,, Ue( q ) 的交集,则位移增量模式可通过权函数 w e( r) ( x , y ) 表示为

  
du1( x , y )

du2( x , y )
= E

q

r= 1

we( r)

du1e( r) ( x , y )

du2e( r) ( x , y )
=

      E
q

r = 1
E

n

j= 1
[ T e( r) j ( x , y ) ] $De( r) j =

      E
q

r = 1
[ T e( r) ( x , y ) ] $D e( r) , (12)

其中

[ Ti ( x , y ) ] = ( T i1  Ti 2  ,  T in) =

      
t 1, 1( x , y ) t 1, 2( x , y ) t 1, 3( x , y ) , t 1, 2n- 1( x , y ) t 1, 2n ( x , y )

t 2, 1( x , y ) t 2, 2( x , y ) t 2, 3( x , y ) , t 2, 2n- 1( x , y ) t 2, 2n ( x , y )
=

      
Ti 1( x , y )

Ti 2( x , y )
, (13)

[ Tij ( x , y ) ] = [ tj , 1( x , y )  tj , 2( x , y )  tj , 3( x , y )  ,  tj, 2n- 1( x , y )  tj , 2n( x , y ) ] ,

而 $De (r ) = [$d i1  $d i2  ,  $d in ]
T是广义位移增量# 

对( 11)式进行变分,得到

  D0 *dp = E
N

m= 1
Q8

m

5A
( m )

5dE( m)
ij
DdE( m)

ij - �F i E
q( m)

[ Tmi ] D$Dm d 8 -

      Q#
( m)

p

d�p i E
q( m)

[ Tmi ] D$Dm d # , (14)

式中的 q ( m) 表第 m 个单元是 q 个物理覆盖的交集# 

对5A/ 5dEij 而言, 它对 i、j 是对称的,因此有

  Q8
m

5A
( m)

5dE( m )
ij
DdE(m )

ij = Q8
m

5A
( m)

5dE( m)
ij
Ddu ( m )

i, j # (15)

利用 Green公式, ( 15)式可改写成

  Q8
m

5A
( m)

5dE( m )
ij
DdE(m )

ij d 8 =

      Q#
( m)

5A
(m )

5dE( m )
ij

n
( m)
j E

q( m)

[ Tmi ] D$Dm d # -

      Q8
m

5A
(m )

5dE( m )
ij , j

E
q( m)

[ Tmi ] D$Dm d 8# (16)

考虑到位移在相邻单元 m 和mc之间的连续性,可得到

  D0 *dp = E
N

m= 1
Q8

m

-
5A

( m)

5dE( m)
ij , j

- d�F i E
q( m)

[ Tmi ] D$Dm d 8 +

      Q#
( m)

p

5A
( m)

5dE( m)
ij

n
(m )
j - d�p i E

q( m)

[ Tmi ] D$Dm d # +

      E
( mmc)

Q#
(mmc)

5A
( m)

5dE( m)
ij

n
(m )
j +

5A
( mc)

5dE( mc)
ij

n
( mc)
j E

q( m)

[ Tmi ] D$Dm d ## (17)

由于 D$Dm 在 8m中和 # ( m)
p 及# (mmc) 上均为独立的变量,所以在D0*dp = 0的条件下,给出下

述关系:
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1) 在每一个物理覆盖内, 非线性数值流形方法的平衡方程

  
5A

( m)

5dE( m)
ij , j

[ Tmi ] + d�F i [ Tmi ] = 0; (18)

2) 在每一个物理覆盖的外力已知边界上

  5A
( m)

5dE( m)
ij

n
( m )
j [ Tmi ] - d�pi [ Tmi ] = 0; (19)

3) 相邻流形单元之间的交界面上, 有

  5A
( m)

5dE( m)
ij

n
( m )
j [ Tmi ] +

5A
( mc)

5dE( mc)
ij

n
( mc)
j [ Tmi ] = 0# (20)

这就是基于流动理论的非线性数值流形方法的变分原理# 

3  非线性数值流形方法控制方程的建立

流形单元定义成物理覆盖的交集, 设第 m 个流形单元由物理覆盖 Ue( 1) , Ue( 2) , ,, Ue( q ) 的

交集构成,则

  

d u
( m)T

= [ du
(m )
1  du ( m )

2 ] ,

du ( m )
1

du ( m )
2

= E
q( m)

[ Tm( x , y ) ] $Dm ,
(21)

其中 $Dm 是广义位移增量, [ Tm( x , y ) ] 由(13) 式定义# 

应变增量与广义位移增量关系可表成

  dE= B
m$Dm , (22)

其中   $Dm = ($De (1)  $De( 2)  ,  $De ( q) )
T

是广义位移增量列阵;

  B
m

= ( Be( 1)  Be(2)  , Be( q ) )

是应变矩阵,其分量为:

  [ B i ] =

5t 1, 1
5x

5 t 1, 2
5x

,
5t 1, 2m
5x

5t 2, 1
5y

5 t 2, 2
5 y

,
5t 2, 2m
5y

5t 1, 1

5y
+

5t 2, 1

5x

5 t 1, 2

5 y
+

5 t 2, 2

5x
,

5t 1, 2m

5y
+

5t 2, 2m

5x

# (23)

而应力应变关系可写成:

  $R = Dep$E= DepB
m
$Dm# (24)

将上述各式代入( 11)式,可得到

  0
*
dp = E

N

m= 1

1
2 $D

T
mK

( m )
ep $Dm - $D

T
m$R

( m )
, (25)

其中

  K
(m )
ep = Q8

m

B
T
DepBd 8, (26)

  $Rm
= Q8

m

[ Tm( x , y ) ]
TdFd 8 + Q#

m

p

[ Tm( x , y ) ]
Tdp d ## (27)

K
( m)
ep 就是数值流形方法的刚度矩阵, $R ( m) 为数值流形方法的外荷载增量矢量, 而
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1
2
$DTmK

(m )
ep $Dm即是流形单元m 的应变能量增量密度# 

进一步,可将( 27)式组集成总体方程

  0
*
dp =

1
2 $D

T
K ep$D- $D

T
$R , (28)

  Kep = E
N

m= 1

K
(m )
ep , $R = E

N

m= 1

$R( m )
, (29)

其中 $D, Kep , $R 分别为整体广义位移增量矢量,刚度矩阵和外荷载增量矢量# 由变分极值

条件 D0
*
dp = 0,可得到下述方程:

  Kep$D = $R# (30)

这就是非线性数值流形方法的控制方程,它是一个非线性方程组# 

4  数 值算 例

设一个在左右两侧 x 方向承受均匀拉伸的圆孔方板(图 1) ,其拉应力为 s = 140 MPa# 选

用线性强化材料,其弹性模量 E = 211 @ 106MPa, H = 3 @ 103MPa,泊松比 L= 013,弹性极限
Rs = 170 MPa,按平面应力分析# 考虑到对称性,可取结构的四分之一作为分析模型# 计算

网络采用四节点四边形流形单元,其流形单元和物理覆盖的节点划分如图1所示,共40个流形

单元、54个物理覆盖节点# 覆盖节点上采用 1阶的 Lagrange插值函数# 

图 1  圆孔板的网格划分            图 2 x = 0 截面的 Rx

用非线性流形方法分析得到的x = 0截面的 x 向应力Rx 与解析解的比较如图2所示# 从

图2可以看出,在物理覆盖上使用一阶覆盖函数的流形方法,即使采用图1所示的简单4节点4

边形流形单元, 也能得到与理论分析基本相符的结果# 这样的结果在有限元法里要用多节点

的高次等参元才能得到# 可见,将数值流形方法用于非线性分析是一种十分有效和具有应用

前景的方法# 

5  结   语

数值流形方法是一个全新的数值分析方法,本文将变分方法引入,基于塑性流动理论推导

了非线性数值流形方法的变分原理及相应的计算列式# 这是对数值流形方法理论的一种拓

1269非线性数值流形方法的变分原理与应用



展,具有一定的理论意义,也是今后的主要研究方向之一# 
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TheVariational Principles and Application of

Nonlinear Numerical Manifold Method

LUO Shao_ming,  ZHANG Xiang_wei,  CAI Yong_chang

( Mechatr onic En gin eer in g Depar tment , En gin eer ing College , Shantou

Univer sity , Shantou , Guan gdon g 515063, P R China )

Abstract: The physical_cover_oriented variational principle of nonlinear numerical manifold method

( NNMM) for the analysis of plastical problems is put forward according to the displacement model

and the characters of numerical manifold method ( NMM) . The theoretical calculating formulations

and the controlling equation of NNMM are derived. As an example, the plate with a hole in the center

is calcaulated and the results show that the solution precision and efficiency of NNMM are agreeable.

Key words: variational principle; numerical manifold method; nonlinear analysis; plastical flow
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