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摘要 :  把作者最近提出的非饱和土的增量非线性本构模型及由作者改进的 Alonso 等人提出的非

饱和土弹塑性模型引入陈正汉建立的非饱和土的固结理论, 得到非饱和土的非线性固结模型和弹

塑性固结模型,设计了有关程序, 求解了地基在分级加载条件下的固结过程和塑性区的动态扩展,

从而把非饱和土固结问题的研究推到了一个新水平# 
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引   言

非饱和土的本构关系和固结理论是 90年代以来的研究热点# 应用公理化方法,本文第一

作者在 1990年前后建立了非饱和土的固结理论和三个方面的全量型本构关系(即, 土骨架变

形与有效应力的本构关系,水、气受到的扩散阻力与水、气相对于骨架的渗透速度间的本构关

系、饱和度_密度_吸力间的本构关系) ,求得了一维固结问题的解析解和二维固结问题的有限

元解[ 1~ 4]# 近几年来,笔者致力于非饱和土的本构关系的研究,提出了非饱和土的增量非线性

模型[ 5~ 6] ,改进了 Alonso 等提出的非饱和土的弹塑性模型[ 7~ 8]# 本文的任务是把这两种合理

实用的本构模型引入非饱和土固结理论,建立相应的固结模型, 并用之解决工程问题, 使非饱

和土的固结理论适时更新,更好地为工程建设服务# 

1  非饱和土的增量非线性本构模型

1994年,笔者论证了 Fredlund提出的双应力状态变量
[ 9]
的合理性及其与有效应力的等价

性[ 10]# 近年来,根据对非饱和土的一系列试验研究, 笔者用双应力状态变量建立了一组非饱

和土的增量非线性本构模型# 模型共包含 13个参数,每个参数都有确定的物理意义或几何意

义,确定全部参数只需做两种三轴试验# 著名的 Duncan_Chang 模型是该模型在吸力等于零时

的特例# 现把该模型简介如下:
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用 Rij、ua、uw 和 Dij 分别表示总应力张量、孔隙气压力、孔隙水压力和 Kronecker 记号, 则

Fredlund提出的非饱和土的两个应力状态变量可表示为

  Rcij = Rij - uaDij , (1)

和

  sij = ( ua - uw) Dij , (2)

Rc
ij 和 sij 分别称为净总应力张量和吸力张量# 为简便计, 引入以下记号

  p =
1
3
Rcmm (3)

  q =
1

2
[ ( Rx - Ry)

2
+ ( Ry - Rz )

2
+ ( Rz - Rx )

2
+ 6( S2xy + S2yz + S2zx ) ]

1/ 2
, (4)

  s = ua - uw, (5)

分别称为净平均应力、偏应力和基质吸力, Rx、Ry、Rz、Sxy、Syz 和 Szx 是总应力分量# 

本文用 Ev和 Ew分别表示土的体应变和土中水量变化, Ew通过以下两式与体积含水量 H和

重量含水量 w 相联系:

  H= H0- Ew, (6)

  w = w 0-
1+ e0
G

Ew, (7)

其中   H= srn, (8)

sr、n、H0、w0、e0和 G 依次是土的饱和度、孔隙率、初始体积含水量、初始重量含水量、初始

孔隙比和土粒比重# 

若两个应力状态变量的增量所引起的土的变形和水量变化都是线性的, 则非饱和土的增

量型本构关系可表达为:

  $Eij =
1 + Mt
E t

$R
c
ij -

3Mt
E t
$pDij +

$s
H t
Dij , (9)

  $Ew =
$p
K wt

+
$s
Hwt

, (10)

式中, $表示增量, E t、Mt和 H t分别是土的切线弹性模量、切线泊松比和与吸力相关的切线体

积模量, K wt和Hwt则分别是与净平均应力相关的水的体积模量和与吸力相关的水的体积模量# 

这5个参数随应力状态和应力水平而变化, 但在一个增量过程中则视为常数# E t的变化规律

为:

  E t = p atm(1- R fL )
2
E i , (11)

式中 p atm是大气压, R f、L和E i分别是破坏比、应力水平和起始弹性模量, R f是常数# L和E i用

以下两式描述:

  L =
R1- R3

( R1 - R3) f
=

(1 - sinUc) ( R1- R3)
2( cc+ stgUb) cosUc+ 2( R3- ua) sinUc

, (12)

  Ei = k
0
+ m1

s
p atm

p atm
R3- ua
p atm

n

, (13)

式中 cc和 Uc是土的有效凝聚力和有效内摩擦角,与饱和土的相应参数相同# U
b
是吸力引起

的强度增加率,下标 f表示破坏时的量值# k 0, m1和n都是土性参数# Mt随应力水平的变化规

律为:

  Mt = Mi + (Mtf - Mi ) L , (14)

94 陈  正  汉    黄    海    卢  再  华



式中 Mi和Mtf分别是起始泊松比和破坏时的泊松比,二者都是常数# 在本构方程(9)中, Mt也可

用土的切线体积模量 K t 代替# 根据笔者的研究, K t随吸力变化,其规律是:

  K t = K
0
t + m 2s , (15)

式中 K
0
t 和 m2 是土性参数# 

笔者的研究表明, Kwt对某种土而言是常数,而 H t和H wt与吸力状态有关,即

  H t = 3ln10
s + p atm
KE( p )

, (16)

  Hwt = ln10
s + p atm
Kw( p )

, (17)

式中, KE( p ) 和 Kw( p ) 是与净平均应力有关的参数 # Kw( p ) 随 p 的变化不大, 可视为常数

# KE( p ) 随 p 的变化规律为

  KE( p ) = K0E( p ) + m3log
p + p atm
p atm

, (18)

式中 K0E( p ) 和 m3 是常数# 

应用( 11) ~ ( 18)各式, 可以定出当前应力状态和应力水平下的全部切线参数,进而应用

( 9)和( 10)式就能算出在当前应力状态基础上施加一个应力增量( $Rcij 和$s) 引起的土的变形

增量 $Eij 和水的体积变化增量 $Ew# 

与国内外同类研究成果相比, 上述模型的优点是: 1) .包含土的变形和水量变化两个方面,

且都用增量形式给出,具有理论上的完整性和形式上的统一性# 2) .给出了全部参数的变化规

律与试验确定方法# 3) .概念清楚、实用性强# 

2  非饱和土的非线性固结模型

把上节介绍的非饱和土的增量非线性本构关系引入本文第一作者提出的非饱和土的固结

理论,就可得到由以下基本方程组成的非饱和土的非线性固结模型:

连续方程:

土骨架  5(1- n)
5 t + [ (1- n) ÛX si ] , i = 0, (19)

水    
5( nsr)
5 t + [ nsrÛX w i ] , i = 0, (20)

气    
5[ n(1- sr) ( u a+ p atm) ]

5t + [ n(1- sr ) ( ua + p atm) ÛX a i ] , i = 0# (21)

运动方程:

总体平衡 ( Rij - u aDij ) , j + ua, jDij + B i = 0, (22)

水    nsr( ÛX w i - ÛX si ) = - kw
uw
Cw
+ y

, i
, (23)

气    n(1 - sr) ( ÛX ai - ÛX si ) = - k a
ua
Cw , i

# (24)

几何方程:

  Eij = -
1
2
( X si , j + X sj , i )# (25)

本构方程:
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  $Eij =
1 + Mt
E t

$R
c
ij -

3Mt
E t
$pDij +

$s
H t

Dij , (26)

  $Ew =
$p
K wt

+
$s
Hw t

, (27)

式中, X si、Xw i、X ai、B i、Cw、k w和 k a依次为土的固相位移分量、液相位移分量、气相位移分量、

体力分量、水的容重、渗水系数和渗气系数# 如引用以下符号

  W = $X s,  P 1 = $uw,  P 2 = $uA,

  V =
3K t

H t
,  k1 =

kw
Cw
,  k 2 =

k a
Cw
,

  a1 =
K t

Kw t
+ nsr ,  a2 =

1
Hw t

-
V

K w t
,  a3 = - a2,

  b1 = 1- a1,  b2 = - a2,  b3 =
n (1- sr )

ua + p atm
- a2# (28)

则综合( 19) ~ ( 27)式, 并利用( 6) ~ ( 8)式可得非饱和土非线性固结的控制方程组(数学模型) :

  Lt¨2W+ ( Kt + Lt ) ¨¨# W - V P̈1- (1- V ) P̈2- bi = 0,

  a1¨# ÛW + a2
5P 1

5t + a3
5P 2

5 t = [̈ k1 (̈ P 1+ Cwy ) ] ,

  b1¨# ÛW + b2
5P 1

5 t + b3
5P2
5t = [̈ k 2 P̈ 2] , (29)

式中 ¨为梯度算子, ¨#是散度算子, bi是体力分量的增量, y 是竖向坐标, Kt和 Lt是切线 lame

参数# 

除系数有所差别外, ( 29)式在形式上与原理论
[ 2~ 3]

的表述相同# ( 29)式对原理论做了以

下变动:

1) . 用两个应力状态变量取代了有效应力,其效果相当与用( 28)式定义的 V = 3K t/ H t取

代原来的 V = K n/ K sn, K n和 K sn分别是孔隙率为 n和 sn的土样的体积模量# 

2) . 用水分变化的增量本构方程( 27)式取代了原来的饱和度_吸力_密度状态方程[ 11]# 从

理论上讲,二者是等价的,但后者是全量型的,前者是增量型的, 更便于应用# 

3) .考虑了渗水系数和渗气系数随空间的变化,从而为处理入渗过程和蒸发过程提供了方

便# 

4) .模型参数随应力水平和应力状态变化,能反映土变形的非线性# 

3  非饱和土的弹塑性本构模型

在迄今提出的非饱和土的弹塑性模型中, 以 Alonso 等人的模型[ 12]最为流行# Alonso 认

为,吸力的存在使土变硬,屈服应力随吸力增大,这一特性在 p_s 平面上可用所谓的LC 曲线描

述(图1) ,称为加载湿陷屈服线# 另一方面,单纯的吸力增加也可引起土的屈服,在 p_s平面上

可用所谓的 SI 直线描述(图 1) ,称为吸力增加屈服线# 两条屈服线与坐标轴包围的区域是弹

性区# 当应力路径穿越任一屈服线时,土都将发生屈服# 

Alonso 的模型有三个缺点: 一是假设吸力增加屈服条件是 s = s 0, s0为土在历史上曾受过

的最大吸力# 笔者的研究表明这个认识有局限性,有的土的屈服吸力 sy 大于 s0
[ 7]
,这等于扩

大了弹性区的范围# 其次,两条屈服线 LC 和SI 形成一个角点,给数值分析带来不便# 三是

LC 线和SI 线的运动是耦合的,协调它们之间的关系并非易事# 后两个缺点曾由 Delage指出
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过[ 13]# 最近,笔者用一系列吸力增量与净平均应力增量之比等于常数的三轴固结试验探讨了

非饱和土在 p_s 平面上的屈服性状, 发现屈服线是一条光滑的封闭曲线,如图2中曲线所示# 

该曲线可以看成是 LC曲线和SI 直线的包络线,这样就可用图 2中的一条屈服线取代LC 和SI

两条屈服线,避免了 Alonso模型的上述缺点# 

图2中屈服线可用下式描述:

  p 0 = p
*
0 + Ns - F[ eG# s / p atm- 1] , (30)

图 1 加载湿陷屈服线 ( LC) 和         图 2  p_s 平面上的屈服线

吸力增加屈服线 ( SI )

式中, p 0是非饱和土的屈服净平均应力, p
*
0 是饱和土的屈服平均应力, N, F和 G是土性参数# 

当吸力等于零时, (30) 式给出

图 3  屈服面的空间形式

  p 0 = p
*
0 , (31)

此式表明饱和土是非饱和土在吸力等于零时的特

例,或者说饱和土在 p 轴上的屈服应力是非饱和

土在p_s 平面上屈服线的下限# 相应地, 饱和土

在 p_q 平面内的屈服轨迹应是非饱和土在p_s_q 三

维空间中的屈服面与 p_q坐标面的截交线# 通常

饱和土用修正剑桥模型描述, 在 p_q 平面内的屈

服轨迹是椭圆, 其数学表达式是

  q
2
- M

2
p ( p

*
0 - p ) = 0, (32)

类似地,非饱和土的屈服面方程可写为

  f ( p , q, s ) = q
2
- M

2
( p + ps ) ( p 0 - p ) = 0, (33)

式中 p s= ks, k 为土性参数# 把(30) 代入(32) ,就可得到非饱和土在 p_s_q空间中的屈服面的

表达式:

  q
2
- M

2
( p + p s) [ p

*
0 + Ns - F( eG# s / p atm - 1) - p ] = 0, (34)

屈服面的形状如图 3所示# 

修正剑桥模型取塑性体应变 EpM为硬化参数,则 p
*
0 随 EpM的增加而增大,其硬化规律为

p
*
0 = p atmexp

1 + e0
K(0) - k

EpM, (35)

式中 e0是土的初始孔隙比, K(0) 和 k 分别是饱和土的压缩指数和回弹指数# 

设土的变形包括弹性变形和塑性变形两部分,净应力和吸力对这两部分变形都有贡献# 

其中弹性应变增量由下式给出:
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dEeij =
1 + M
E

dRcij -
3M
E
dpDij +

ds
H
Dij , (36)

其中 E 和M是弹性模量和泊松比, H 由下式定义

  1
H
=

1
3

#
ks

1 + e0
# 1
s + p atm

, (37)

k s是与吸力相关的回弹指数# 本文采用相关联的流动法则,非饱和土骨架变形的弹塑性本构

关系可写成矩阵形式:

  dRc = [ D ep] dE + Fsep ds, (38)

式中, [ D ep] = [ D e] -
[ D e]

5f
5Rc +

1
3

m
5f
5 s

5f
5Rc

T

[ D e]

- Fc 5H
5Ep

T

+
5f
5Rc

T

[ D e]
5f
5Rc +

1
3

m
5f
5 s

, (39)

F sep = - [ D e] D es
- 1
-
[ D e]

5f
5Rc +

1
3

m
5f
5 s

5f
5s -

5f
5Rc

T

[ D e ] D es
- 1

- Fc
5H
5Ep

T

+
5f
5Rc

T

[ D e]
5f
5Rc +

1
3

m
5f
5 s

, (40)

Fc= df
dH

, H 为硬化参数EpM, m = 1 1 1 0 0 0 T# [ D e] 和 D es 分别是与净应力相关的弹性

矩阵和与吸力相关的弹性列向量# 

4  非饱和土的弹塑性固结模型

式( 19) ~ ( 25) , ( 27)和( 38)一起组成了非饱和土弹塑性固结的基本方程组# 经过一些运

算,可得类似于( 29)式的非饱和土弹塑性固结的控制方程组# 例如,若用 u、v、P1和 P2分别表

示土的水平方向位移分量增量、竖直方向位移分量增量、孔隙水压力增量和孔隙气压力增量,

则控制方程在二维条件下的具体形式为:

  D11
52u
5x 2

+ D12
52v
5x5y + D14

52u
5x5y +

52v
5x 2

+ D41
52u
5x5y + D42

52v
5y 2

+

      D44
52u
5y 2

+
52v
5x5y + F1

5
5xP 1- (1+ F 1)

5
5xP2 - bx = 0, (41)

  D21
52u
5x5y + D22

52 v
5y 2

+ D24
52u
5y 2

+
52 v
5x5y + D41

52u
5x 2

+ D42
52 v
5x5y +

      D44
52u
5x5y +

52v
5x 2

+ F2
5
5yP1- (1+ F2)

5
5yP2- by = 0, (42)

  a1
5
5 t

5 u
5x +

5 v
5y + a2

5P1
5t + a3

5P 2

5 t =
5
5x k1

5P1
5x +

5
5y k 1

5P1
5y + Cw , (43)

  b1
5
5 t

5 u
5x +

5v
5y + b2

5P 1

5t + b3
5P2
5t =

5
5x k 2

5P1
5x +

5
5y k2

5P 1

5y , (44)

其中, Dij 为[ D ep] 中的元素, F i是[ Fsep] 中的元素, 且 F1 = F 2 = F3# 

  

a1 =
1

3K wt
( D11+ D21+ D31) + nsr ,

a2 = - a3 =
1
H wt

+
1

3K wt
( F1+ F 2+ F3) ,

b1 = 1- a1, b 2 = - a2, b3 = a2+
n( 1- sr )

( ua + P atm)
# 

(45)
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5  理论的应用

根据上述的非饱和土的非线性固结模型和弹塑性固结模型, 作者用 Galerkin 法推导了有

限元表达式,设计了求解二维固结问题的分析程序 CSU8- 2和USEPC# 前者曾被用于解决南

水北调中线工程膨胀土渠坡稳定性的分析问题[ 14] ,限于篇幅,此处不再介绍# 

图 4  非饱和土平面固结问题计算简图(单位: cm)

图 5 水平位移分布等值线 ( t = 0)  (单位: cm)

通过两个典型问题的计算分析检验了非饱和土的弹塑性固结分析程序 USEPC# 一是饱

和土地基的弹塑性固结问题, 二是非饱和土地基的固结问题# 用 USEPC程序计算这两个问题

的结果分别与已有的饱和土弹塑性固结程序 BCF和非饱和土的弹性固结程序 CSU8所得结果

接近[ 15]# 下面给出一个用程序 USEPC计算分析非饱和土二维弹塑性固结的例子# 

图 4是一个作用有均布荷载的非饱和土地基, 利用对称性取一半研究# 为模拟施工情

况,均布荷载分三级施加, 每级 98kPa# 上边界透水透气, 其余三个边界既不透水也不透气# 

计算包括每级荷载下的加载瞬时 ( t = 0) 的不排水不排气分析和随后的固结过程分析# 由计

算结果可得到结点的竖向位移、水平位移、孔隙水压力和孔隙气压力等# 

图 5 ~ 图 8和图9 ~ 图12分别是第一级荷载作用下 t = 0和 t = 0. 01d的计算结果,从
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图 6 竖向位移分布等值线 ( t = 0)  (单位: cm)

图 7 孔隙水压力分布等值线 ( t = 0)  (单位: kPa)

图 8 孔隙气压力分布等值线 ( t = 0)  (单位: kPa)

这些图可知,非饱和土的瞬时沉降比固结沉降大, 孔隙水压力和孔隙气压力都消散的较快# 图

13是分级加载过程中塑性区的开展情况# 在第一级荷载作用下所有单元都处于弹性状态,第

二级荷载施加后,荷载面附近的 9个单元屈服了(图中由两组斜线覆盖的单元)# 第三级荷载
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施加后,塑性区进一步扩展(图中只有一组斜线覆盖的单元)# 图 14是地基在第三级荷载施加

固结完成后的竖向位移分布# 

图 9  水平位移分布等值线 ( t = 0101d)  (单位: cm)

图 10 竖向位移分布等值线 ( t = 01 01d)  (单位: cm)

图 11 孔隙水压力分布等值线 ( t = 01 01d)  (单位: kPa)
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图 12 孔隙气压力分布等值线 ( t = 01 01d)  (单位: kPa)

图 13 塑性区随荷载级数的变化

图 14 竖向位移分布等值线 ( t = 10d)  (单位: cm)
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Non_Linear and Elasto_Plasticity Consolidation Models

of Unsaturated Soil and Applications

CHEN Zheng_han1, 2, HUANG Hai1, LU Zai_hua1

( 11 Logi stical Engineer in g Un iver sity , Chon gqin g 400041, P R China ;

21 Sta te Key Labor ator y of F ro zen Soil Engineer in g , CAREERI , CAS , Lan zhou 730000, P R China )

Abstract: The non_linear constitutive model suggested by the authors and the Alonso. s elasto_plastic-

ity model of unsaturated soil modified by the authors are introduced into the consolidation theory of

unsaturated soil proposed by CHEN Zheng_han, and the non_linear and the elasto_plasticity consolida-

tion models of unsaturated soil are obtained. Programs related to the two consolidation models are de-

signed, and a 2_D consolidation problem of unsaturated soil is solved using the programs, the consol-i

dation process and the development of plastic zone under multi_grade load are studied. The above re-

search develops the consolidation theory of unsaturated soil to a new level.

Key words: unsaturated soil; non_linear; elasto_plasticity; consolidation; finite element method
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