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关于晶体旋转的误解及合理塑性应变速度
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摘要:  指出晶体是离散的而不是连续的材料, 因此在极分解 F = RU中的旋转R 及ÛFF- 1 中的旋

率 W不是正确的# 塑性变形速度若直接以滑移系中的滑移速度来表示 ,如ÛCMª n, 则差错将会产

生# 滑移后的晶格几何形状并不改变,基于此概念提出了连续介质力学范围内的一个简单途径来

表达滑移产生的塑性应变速度# 建议了大变形下的本构方程# 
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1  引言及前人工作

当讨论有限变形下的本构关系时, 首先要定义一个合理的塑性应变速度,它与变形分解为

弹性及塑性两部分的问题有关# 近年来这方面有两种方案,即乘法分解及加法分解# 下面给

予简单介绍# 

F. H.Lee[ 1]提出在空间固定坐标系中变形梯度的乘法分解

  F = F
e
F

p
, (1)

此处上标/ e0及/ p0分别标志弹性及塑性部分# 速度梯度也分解为二部分

  L = ÛFF- 1
= ÛF e

F
e- 1
+ F

eÛFpFp- 1
F

e- 1
= L

e
+ F

e
L

p
F

e- 1
, (2)

若选 F
e为对称的,即 F

e
= V

e
,则变形速度 D及旋律 W可写为

  D = D
e
+ D

p
+ ( V

e
W

p
V

e- 1
) S, (3)

  W= W
e
+ ( V

e
W

p
V

e- 1
)A , (4)

此处 S及A 表示对称及反对称部分# 此处值得注意( 3)包含塑性旋律 W
p
,这看来是可疑的# 

基于式(1) , 有不少论文发表,其中一部分列于本文末的参考文献中
[ 2~ 13]# 

Th. Lehmann[ 14]提出随体坐标中度量张量的乘法分解,但它并未引起多少反应# 

应变的弹塑性加法分解通常在随体坐标中进行# 初始(参考)和当时的基向量分别以 Üg i
和gi 表示# 经过弹性卸载后的基向量以 Þg i 表示# 弹性应变和 Ee

ij 塑性应变Ep
ij 为

  E
(e)
ij = ( g ij - Þg ij ) / 2, (5)

  E(p)ij = ( Þg ij - Üg ij ) / 2, (6)

通常 Ee
ij和Ep

ij 的基向量是不同的,例如 Ee
ijÞg

iÞg j和Ep
ij Þg

iÜgj# 在文献[ 15] 它们都配以相同的 Þgi Þgj# 
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看起来时至今日对这些基向量尚未曾作较细致的讨论以找到足够合理的应变度量# 

在以后几节中将提出考虑晶体滑移的新方案# 

2  旋转与塑性应变速度

我们来看一个简单例子, 即在简单立方单晶中发生水平滑移, 如图 1所示# 滑移之后,

晶体的形状从图 1( a)的 OABC 变为图 1( b)的 OAB1C1(弹性变形略去)# 在连续介质力学中,

它近似地以图 1( c) 的平行四边形代替# 变形梯度的极分解 F = RU中有刚体旋转R# R是

物体变形中各线素的一种旋转的加权平均值# 但在图 1(b) 中各晶格内的任何线素都未发生

旋转# 实际上在滑移平面之上部,第一线素仅仅水平移动而没有任何旋转并且变形是不连续

的# 这是因为晶体是离散的而不是连续的材料# 因此,所谓的旋转并无真实的含意# 所以

Mandel的方向子[ 16]在连续介质中并不能保持,这是因为方向子中任何一对向量之间的夹角在

变形时都可能改变# 式( 3)及( 4)中的 W
p
是按 W

p
= ÛRR- 1

关系与 R相关,所以文献[ 3, 17] 中

的讨论至少也是可疑的# 某些论文[ 18~ 24] 用滑移系上的滑移速度, 即ÛCMª n直接表示塑性变

形速度,此处 M是滑移方向, n 为滑移面的法向量# 然而这些滑移系也不能保持下来# 通常

在变形中不止一个滑移系开动,尤其是非比例加载情况, 不同的滑移系可互相影响, 以至于在

连续介质力学中它们的方向会被改变# 例如图1中的竖向滑移面会由于水平滑移而变为倾斜

或弯曲# 此外,在多晶体情况,势必要用某些等效的宏观滑移系来代替如此众多晶粒的滑移

系,而宏观滑移系又不是唯一的[ 25]
,同时我们势必还要面临如何选择最佳者# 另外如何由晶

粒的滑移性质来求实宏观的模量, 也是问题# 

( a)           ( b)           ( c)

图  1

由于以上所述 , 在晶体的实际情况与连续介质力学的理论描述之间出现了一个基本矛

盾# 既要表达实际情况又要仍然使用连续介质力学,就要对本构方程中的塑性应变速度作适

当处理才有可能,这就是本文的主要目的# 我们建议如下的塑性变形速度表达式# 

我们取随体(拖带)坐标来表达塑性变形以使极分解中出现的旋转 R从根本上被排除# 

考虑滑移后的晶格形状不变,取当时构形和基向量为参考, 因此当时的塑性应变瞬时为零,因

此当时的应变速度可简化为[参阅附录]

  ÛEp
= ÛEij gigj , (7)

此处   ÛEij = 2- 15( g ij - Üg ij ) /5 t = Üg ij / 2 = ( ïvj + j̈vi ) / 2, (8)

其中 ïv j为速度向量v的协变分量vj 的协变导数# (7) 实际上是变形速度,它与歌西应力相匹

配[ 26]# 由于 Drucher公设及法向律是建立在某一组不变的基向量之上的,因此( 7)可用来建立

本构方程# 
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对于滑移系与图 1不同的材料, 例如 FFC的滑移面为( 111) ,滑移方向为[ 111] ,式( 7)仍可

适用,因为它是个张量,而张量是独立于观察者和参考构架(基向量)之外的# 例如图 1中水平

滑移产生的实际效果并不会因基向量变换为其它任一组倾斜的基向量而改变# 反而言之,按

一组指定的基向量写成的张量可以表达各种滑移系上任何滑移产生的应变# 因此, 虽然多晶

体材料是由大量的具有随体方向的单晶粒组成, ( 7)仍可适用# 塑性本构方程必须用张量表

达,这是因为如此表达的关系是客观的,对于任何的坐标变换,这个关系都是不变的# 式( 7)满

足这样的要求# 

式( 7)不能直接积分以求塑性应变,因为变形过程中基向量是变化的# 然而( 8)可以积分

以求得度量张量的最后值,利用此值可以在只差一个刚体运动的范围内求得最终的基向量# 

再给 2- 1
( g ij - Üg ij ) 配以适当的基向量并得到应变张量# 似选择 g

i 为基向量并得到欧拉应变

较好# 这非是唯一的选择,更好的是找到更加合理的应变度量, 才是期待的更值得研究的课

题# 

3  塑性本构方程

本构方程中的应力需作修正# 如F. H.Lee所指出的[ 1] ,静水压力按照 det[ F ] 尺度来影响

塑性功# det[ F ] 表达了初始单位体元的缩小,因此也影响施加于其上的作用力# 他建议屈

服函数以 R
ij
det [ F] = Q0Q

- 1
R
ij
来表示,此处 Q及Q0为材料的当时及初始的密度# 我们使用一

个新的置换应力 S
ij
= Q0Q

- 1
R
ij
来代替歌西应力R

ij# 此处作者强调 S
ij
不是Kirchhoff应力,也与

未变形的初始构形无关# 在曲线坐标情况下,屈服函数写为

  f ( Sijg igj , T , km) = 0, (9)

此处 T 为温度, km为硬化参数或内变量, gi为基向量, 它是必需的因为当时的坐标通常不是正

交笛卡尔坐标而且已硬化了的材料也将不是各向同性的# 屈服函数常常用不变量来表达,它

们是由应力的混合分量组成的标量,因此基向量被排除,例如各向同性硬化动模型硬化# 

塑性流动理论通常表为速度方程,其中应变速度为( 7)及( 8) # 应力速度的表达式常不能

简化到类似( 7) ,这是因为应力速度并非由于晶体内部结构的变化引起的, 其当时的数值不能

视为零# 应力的 Jauhmann速度(参阅附录)为

  S
¨

i = ( ÛSij + dimSmj + djnSin) g igj# (10)

等温过程的中的塑性本构方程如下

  ÛE(p)ij g igj = Ah 5f
5Smn

Sm̈n 5f
5Sij

g
i
g
j
, (11a)

  加载: A= 1,当 5f
5Smn

Sm̈n > 0时, ( 11b)

中性变载或卸载: A= 0,当
5f
5Smn

S
¨mn [ 0, (11c)

此处 h 为硬化因子, A示加载准则# 

4  弹性应变速度

弹性应变是由晶格畸变引起的,在图 1中未示出# 滑移系中的滑移是产生塑性应变的主

要因素,其它的位错运动更加复杂,本文未予考虑# 弹性及塑性两种形式的变形在连续介质力

学中混在一起# 将这两种形式分别表示于不同的式子, 将较为清楚# 通常这可由设想中的卸
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载来实现# 全部弹性卸载之后,塑性变形将以残余变形的形式保留在中间构形之中,其基向量

为 Þg
i# 随即再加载到当时构形并且基向量再次为 g

i# 这两部分应变可用欧拉应变表示为

  E( p)
= 2- 1

(Þg ij - Üg ij ) Þg iÞgj , (12)

  E( e)
= 2- 1

( g ij - Þg ij ) g
i
g
j
, (13)

此处上标( p)及( e)表示塑性及弹性# 

在当时构形塑性应变速度仍为( 7) ,即

  ÛE( p ) = ÛE(p)ij g igj# (14)

弹性应变速度将是 Jauhmann导数(参阅附录)

  E(̈ e)
= [ÛE(e)ij - d

m
i Emj - Eind

n
j ] g

i
g
j
, (15)

括号内最后二项是基向量变化的影响, 所以它们不分解为弹性及塑性二部分# 塑性应变瞬时

为零, 因此 Emj 及Ein 等于弹性应变# 弹性应变通常元小于 1,这两项常可以略去, 这时本构方

程将大为简化如下,

[ÛE(e)ij + ÛE(p)ij ] gigj = M ijmn + Ah
5f
5Smn

# 5f
5Sij

Sm̈ng igj , (16)

此处 M ijmn 为弹性模量# 

弹性应变很大以至于( 15)中最后二项不能忽略, 可用弹性势能函数来描述弹性反应[ 27]# 

5  例:各向同性硬化

一个应力张量由二部分组成, 即应偏量 sij 及球张量 ISD
i
j

  Sij = s
i
j + ISD

i
j / 2, (17)

此处 I S是 Sij 的第一不变量

  I S = Sii# (18)

球张量是静水压力, sij 的正应力分量的平均值为零# 通常假定塑性应变是仅由偏应力 s
i
j 引起

的,除非静水压力很大或是用于特殊材料# 

现将各向同性硬化材料的本构方程作为一个例子写出如下# 屈服函数为

  f = s
i
js
j
i / 2 - U( k ) = 0, (19)

函数 U( k) 标志着硬化程度, 它随着硬化参量 h 的增长而增长, k 可考虑采用应力作的塑性

功# 当 U( k ) 增长时, s
i
j 也成比例地增长并且屈服曲面在 s

i
j 空间中向各向膨胀,故为各向同性

硬化# 由(19)

  5f / 5 sij = s
j
i , (20)

塑性本构方程写出如下

  ÛE(p) ij g
i
g
j
= Ahs

n
m s
¨m
n s
j
i gjg

i# (21)

应变也分解为二部与应力相对应

  E
i
j = C

i
j + IED

i
j , (22)

此处   IE = E
i
i# (23)

是应变的第一不变量# 

我们只考虑小变形情况并且虎克定律可以应用,弹塑性本构方程为

  ÛEji gjgi = 1
2G s

j̈
i + Ahs

j
is
n
m s
¨m
n gjg

i# (24)
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弹性体积变化速度为

  IE =
1 - 2L
E

IS, (25)

此处 G 和 L为剪切模量和波桑比# 

附   录

文献[ 28]介绍了任意的二阶张量 A 的时间导数如下:

  A
¨
= [ ÛA ij + d imAmj + A indjn] gigj = [ÛA ij - dmi Amj - Aind

n
j ] g

igj = [ ÛA ij + dimA
m
j - A

i
nd
n
j ] g ig

j (a ~ c)

此处   d rs =
1
2
[ ¨sv

r + ¨rv
s ] ( d)

是变形速度, ¨sv
r 是质点速度向量 v 的逆变分量的协变导数# 

导数( a) ~ ( c)考虑了基向量的变化,故常称为 Jauhmann导数或速度,它们与张量系数的导数 ÛA ijgigj 不同,

除非基向量是固定不变的# 
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Some Misunderstandings on Rotation of Crystals

and Reasonable Plastic Strain Rate

ZHAO Zu_wu

( Depar tm ent of Mechan ics , Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P R China )

Abstract: It is pointed out that crystals are discrete but not continuous materials. Hence the rotation

R in decomposition F = RU and spin W in ÛFF- 1 are not correct. Errors will arise in plastic deforma-

tion rate if it is directly expressed with amounts of velocity of slips in glide systems such asÛCv ª n .

The geometrical figure of crystal lattices does not change after slips and based on this idea a simple

way in mechanics of continuous media to get the plastic deformations rate induced by slips is pro-

posed. Constitutive equations are recommended.

Key words: finite strain; rotation; misunderstanding; polycrystals; plastic deformation rate
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