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摘要 :  使用单裂纹解及调和函数的常规解, 裂纹柱受横向力作用而引起的 Saint_Venant 弯曲问题,

被归为解两组积分方程,并获得了一般解# 在此基础上, 对横截面不为薄壁但扭转刚度很小的裂

纹柱,提出了一种计算弯曲中心和应力强度因子的方法,给出了一些数值算例# 
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引   言

在材料力学[ 1]中,为了消除开口薄壁柱体由横向弯曲引起的附加扭转,只需将横向力移至

弯曲中心即可, 材料力学已对开口薄壁柱体的弯曲中心,给出了近似计算方法# 若一实心柱体

被一边界裂纹沿其柱轴贯穿, 则由弹性力学[ 2]可知,此柱的扭转刚度将随裂纹的长度增加而显

著下降# 当此种柱体受横向力作用而 Saint_Venant弯曲时, 柱体除弯曲外, 它的横截面还产生

很大的附加扭转# 为了消除这种附加扭转,可将材料力学中弯曲中心的概念推广到这里# 因

此按材料力学方法, 将横向力移至弯曲中心, 则柱体只有关于中性轴的弯曲, 而无附加扭转# 

但关于这种非薄壁的裂纹柱体,如何计算它的弯曲中心,却还未见报导# 本文主要目的, 是研

究非薄壁截面但扭转刚度小的柱体,在横向力作用下 Saint_Venant弯曲的弯曲中心计算# 关于

裂纹柱的 Saint_Venant弯曲, 本文使用 N. I.Muskhelishvili的数学提法
[ 3]
, 及作者在论文[ 4]中提

出的将未知解分解的方法求解,通过使用单裂纹解将裂纹产生的间断解进行分离,然后与调和

函数的常规解结合, 从而将裂纹柱的 Saint_Venant 弯曲问题归为解两组积分方程, 并得到了一

般解# 在此基础上, 对以上非薄壁截面但扭转刚度为小的裂纹柱,提出了计算其弯曲中心的新

方法# 此外,还使用与弯曲和扭转分别对应的两种不同的位错密度函数之和,定义了裂纹端点

的应力强度因子,最后使用文[ 4]中的数值法给出了若干算例# 

1  基 本关 系

图1中, 8为裂纹柱的横截面, ( x , y , z ) 为惯性主轴,原点位于柱体左端截面的形心,图中

Oz 轴未画出# 此裂纹柱在受到横向力 W作用而产生 Saint_Venant弯曲时,柱体中的位移可表
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为如下形式的两种分量之和[ 5] :

u ( x , y , z ) = u1( x , y , z ) + u2( x , y , z ) , (1)

v( x , y , z ) = v1( x , y , z ) + v2( x , y , z ) , (2)

w ( x , y , z ) = w1( x , y , z ) + w 2( x , y , z )# (3)

图  1

以上公式中的第一项为弯曲位移, 它们可表为:

u1( x , y , z ) = B
M
2
( l - z ) ( x

2
- y

2
) +

1
2
lz

2
-

1
6
z
3
, (4)

v1( x , y , z ) = BM( l - z ) xy , (5)

w1( x , y , z ) = - B V( x , y ) + x lz -

1
2
z
2
+ xy

2
, (6)

式中, B= W/ EI 为横向力系数, E为弹性模量, I

为截面 8绕Oy 轴的惯性矩, M为泊松比, l为裂纹柱的长度, V ( x , y ) 为 8中的未知平面调和函

数,它在边界 # = #0+ L
? 上 Q 点的外法向导数满足以下边界条件:

5 V ( x , y )
5 nQ

= -
M
2
( x

2
- y

2
) + y

2 cos( n, x ) - (2+ M) xycos( n, y )   ( Q( x , y ) I #) ,

(7)

其中 #0为截面 8 的外边界, L
? 为裂纹 L 的上下表面# 因此,寻找弯曲函数 V( x , y ) 是势论

中熟知的Neumann问题中# 

公式( 1) ~ ( 3)中的第二项是附加扭转位移, 由以下公式决定:

  u2( x , y , z ) = - Azy , (8)

  v2( x , y , z ) = Azx , (9)

  w 2( x , y , z ) = AU( x , y )# (10)

以上位移使柱体绕 Oz 轴转动, U( x , y ) 是附加扭转函数, 它与弯曲函数一样, 是区域 8上的平

面调和函数,它在边界 # = #0+ L
?
上的外法向导数满足以下边界条件:

  5U( x , y )
5 nQ = ycos( n, x ) - xcos( n, y )   ( Q( x , y ) I #) , (11)

因此,为了寻找附加扭转函数 U( x , y ) ,这与弯曲函数一样,需解一个Neumann问题# 此外,扭

率 A为裂纹柱单位长度的扭转角,由以下公式计算:

  A=
BLQ8

x
5 V
5y - y

5 V
5x - 1- M

2
y
3
+ 2+ M

2
x
2
y d 8

D
, (12)

式中 L为剪切模量,扭转刚度 D 按下式计算:

  D = LQ8
x
5 U
5y - y

5 U
5x + x

2
+ y

2
d 8# (13)

与弯曲和扭转对应的剪应力分别由下式给出:

  Rzx1( x , y , z ) = - LB 5 V
5x +

M
2
( x

2
- y

2
) + y

2
, (14)

  Rzy1( x , y , z ) = - LB
5 V
5 y + (2+ M) xy , (15)
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及    Rzx2( x , y , z ) = AL
5 U
5x - y , (16)

  Rzy2( x , y , z ) = AL
5 U
5y + x # (17)

因此,作用于裂纹柱横截面 8 上的附加扭矩为:

  Mk = ALQ8
x
5U
5y - y

5 U
5x + x

2
+ y

2 d 8# (18)

2  问题的积分方程

根据作者的早先论文[ 5] ,以上所述的弯曲函数和附加扭转函数,它们均可表为两个独立

的平面调和函数的和:

  V ( x , y ) = V1( x , y ) + V 2( x , y ) , (19)

  U( x , y ) = U1( x , y ) + U2( x , y )# (20)

以上表达式中的第一项都为常规的调和函数,它们由柱体的外边界 #0产生,可分别地表为:

  V1( x , y ) = V 1( p ) =
1
2PQ#

0

V1( Q)
5lnrpQ
5 nQ -

5 V 1(Q)
5 nQ lnrpQ dQ, (21)

  U1( x , y ) = U1( p ) =
1
2PQ#

0

U1( Q)
5lnrpQ
5 nQ

-
5U1(Q)
5 nQ

lnrpQ dQ, (22)

式中 V1( Q) 和 U1( Q) 分别为函数 V 1( x , y ) 和 U1( x , y ) 的未知边界值,
5 V 1( Q)
5nQ 和

5U1( Q)
5nQ 为

由边界条件(7) 和(11) 确定的已知外法向导数, p = p ( x , y ) 为区域 8 上的内点, Q为边界 #0

上的积分点, nQ 为关于 #0的外向法线, rpQ 为点p 和Q 间的距离:

  rpQ = ( xp - xQ )
2
+ ( yp - yQ )

2# (23)

此外, V 2( x , y ) 和 U2( x , y ) 为由裂纹上下岸 L
?
产生的平面奇异调和函数,它们可使用与弯曲

与附加扭转对应的未知位错密度函数�f ( u) 和�f ( u ) 按下式表示:

  V2( x , y ) =
1
PQ

b

a
arctan

usin( ( - H0)
Q+ u cos( ( - H0)

�f ( u)du, (24)

  U2( x , y ) =
1
PQ

b

a
arctan

usin( ( - H0)
Q+ u cos( ( - H0)

�f ( u)du, (25)

式中 Q= ( x
2
+ y

2
)
- 1/ 2和 ( = arctan( x / y ) 为图 1中的极坐标# 将以下结果代入方程(14) ~

(17) ,便得到弯曲剪应力和附加扭转剪应力,然后令它们在裂纹柱边界 # = #0+ L
? 满足自由

边界条件,则图 1弯曲问题便化为求解以边界条件(7) 和(11) 表示的两个 Neumann问题, 由此

求得图1  Saint_Venant弯曲问题的以下两组积分方程

Q#
0

K 11( Q, P ) V1( Q)dQ - PV 1( P ) +
1
PQ

b

a
K 21( u, P )�f ( u)du = �R 1( P )  ( P I #0) , (26)

Q#
0

K 12( Q, F) V 1(Q) dQ +
1
PQ

b

a

1
u - F

+ K 22( u, F) �f ( u)du = �R 2(F)  ( F I L ) , (27)

Q#
0

K 11( Q, P ) U1( Q)dQ - PU1( P ) +
1
PQ

b

a
K 21( u, P )�f ( u)du = �R 1( P )  ( P I #0) , (28)

Q#
0

K 12( Q, F) U1(Q) dQ +
1
PQ

b

a

1
u - F

+ K 22( u, F) �f ( u)du = �R 2(F)  ( F I L )# (29)

式中积分核给出如下:

73计算裂纹柱 Saint_Venant弯曲的弯曲中心和应力强度因子方法



K 11( Q, P) =
( xQ - xP ) cos( nQ, x ) + ( yQ - yP) cos( nQ , y )

( xQ - xP)
2
+ ( yQ - yP)

# (30)

K 21( u, P ) = Q#
0

u lnrQPF ( x , y )dQ

[ x
2
Q + y

2
Q + u( xQcosH0+ yQsinH0) ]

2
+ [ u ( yQcosH0- xQ sinH0) ]

2, (31)

式中 F( x , y ) = [ ( x
2
Q - y

2
Q ) sinH0- yQ (2xQcosH0+ u) ] cos( nQ , x ) +

[ ( x
2
Q - y

2
Q ) cosH0+ xQ (2yQsinH0+ u) ] cos( nQ , y )# 

K 12( Q, F) = -
1
P

sinH0cos( nQ, x ) - cosH0cos( nQ, y )
2[ xQ + FcosH0)

2
+ ( yQ + FsinH0)

2
]
+

    
[ ( xQ + FcosH0) cos( nQ, x ) + ( yQ + FsinH0) cos( nQ, y ) ] ( yQcosH0- xQ sinH0)

[ ( xQ + FcosH0)
2
+ ( yQ + FsinH0)

2
]
2 , (32)

K 22( u, F) =
1
F
+

1
2PQ#

0

( yQcosH0- xQ sinH0) uG( x , y ) dQ
( xQ + FcosH0)

2
+ ( yQ + FsinH0)

2 , (33)

式中 G( x , y ) =
[ ( x

2
Q - y

2
Q) sinH0- 2xQyQcosH0- yQu] cos( nQ, x )

[ x
2
Q + y

2
Q + u( xQcosH0+ yQsinH0) ]

2
+ [ u( yQcosH0- xQ sinH0) ]

2+

    
[ ( x

2
Q - y

2
Q ) cosH0+ 2xQyQsinH0+ xQu ] cos( nQ , y )

[ x
2
Q + y

2
Q + u ( xQcosH0+ yQ sinH0) ]

2
+ [ u( yQcosH0- xQsinH0) ]

2# 

而非齐次项为:

�R1( p ) = -
1
2Q#

0

[ ( x
2
Q - y

2
Q ) cos( nQ, x ) + 2xQyQcos( nQ , y ) ] M+ H ( x , y ) lnrQPdQ, (34)

式中 H ( x , y ) = 2y 2
Qcos( nQ, x ) + 4xQyQcos( nQ , y )# 

�R2( F) = -
1
2PQ#

0

( yQcosH0- xQ sinH0)N( x , y )dQ
2[ ( xQ + FcosH0)

2
+ ( yQ + FsinH0)

2
]
+

(4 + M- 6sin2H0) F
2sinH0

2
(35)

式中 N ( x , y ) = [ ( x
2
Q - y

2
Q) cos( nQ , x ) + 2xQyQcos( nQ , y ) ] M+

2y 2
Qcos( nQ, x ) + 4xQyQcos( nQ , y )# 

�R1( P) = Q#
0

[ yQcos( nQ, x ) - xQcos( nQ , y ) ] lnrQP dQ# (36)

�R2( F) = - F+
1
2PQ#

0

[ yQcos( nQ, x ) - xQcos( nQ , y ) ] ( yQcosH0- xQsinH0)

[ ( xQ + FcosH0)
2
+ ( yQ + FsinH0)

2
) ]

# (37)

以上获得的两组积分方程是非耦连的且为同类型,因而可用同一方法求解# 此外,为保证

以上积分方程组( 26) ~ ( 27)和( 28) ~ ( 29)解的唯一性,对于内裂纹, 则还需满足以下补充条

件:

  Q
b

a
�f ( u) du = Q

b

a
�f ( u)du = 0# (38)

对于边界裂纹, 当裂纹端点 a和 b 与边界 #0接触时,则补充条件为:

  �f
a

b
= 有界,  �f

a

b
= 有界# (39)

最后指出,以上所得积分方程是两组混合型积分方程, 其中第一个是常规的边界积分方

程,而第二个是 Cauchy 型奇异积分方程, 解这些方程, 则两组未知函数 ( V 1( Q) , �f ( u) ) 和

( U1( Q) ,�f ( u ) ) 即可求得,于是便得到弯曲函数 V ( x , y ) 和附加扭转函数 U( x , y )# 
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3  弯曲中心和应力强度因子

为了消除由( 18)方程给出的附加扭矩, 材料力学基础中的弯曲中心概念可推广到这里# 

实际上,对于图 1所示的情形,若将横向力 W 沿y 轴并平行于x 轴,移至弯曲中心,则无附加扭

转而只有关于中性轴的弯曲,记弯曲中心沿 y 轴方向距原点的距离为 e, 则使用由(18) 式表示

的附加扭矩 MK 及关系式(12) , 便得:

e =
MK

W
=
Q8

x
5 V
5y - y

5 V
5y - 1 -

M
2 y

3
+ 2+

M
2 x

2
y d 8

2(1+ M) I
# (40)

图1中,裂纹 L 的应力强度因子可使用裂纹尖端邻域中的奇性应力场求得,根据熟知的定义,

端点 a 和 b 的应力强度因子可使用位错密度函数按下式决定:

K Ó( a) = - L lim
Qy a

+
2( Q- a) [ B�f ( Q) - A�f ( Q) ]# (41)

K Ó( b ) = L lim
Qy b

-
2( b - Q) [ B�f ( Q) - A�f ( Q) ]# (42)

4  数 值法

一般地说, 要求得以上混合型积分方程( 26) ~ ( 27)及( 28) ~ ( 29)的封闭解是不可能的,因

此,这里给出以上方程的数值处理方法# 由于以上两组积分方程是相似的,故仅对( 26) ~ ( 27)

方程进行数值处理# 可以指出,这组方程可使用文[ 4]介绍的方法求解,因而这里不再详细介

绍,而只列出若干有用的结果# 将边界 #0分割为 n段, 并在其上取定 n个节点,另外对沿裂纹

线 L = ( a , b) 的积分取定 M 个 Gauss_Chebyshev离散点,则可使用常规的边界元方法[ 4]计算

关于边界 #0的积分,而使用 Gauss_Chebyshev 求积公式[ 4]计算关于函数�f ( u) 的积分, 于是积

分方程(26 ~ 27) 及其补充条件(38) 便化为以下 n + M 个联立代数方程:

E
n

j = 1

( a ij - PDij ) V 1(Qj ) + E
M

s= 1

�K 21( us , Pi )

M
�F ( u s) = �R 1( P i ) , (43)

E
n

j = 1

�K 12( Qj , Fq) hj V1( Qj ) +
1
M E

M

s= 1

b - a
2( us - Fq)

+ �K 22( u s, Fq) �F ( us ) = �R2( Fq) , (44)

E
M

s= 1

�F ( u s) = 0  ( i = 1, 2, ,, n; q = 1, 2, ,, M)# (45)

一般地说, 以上方程组是独立的, V 1(Qj ) 为函数 V1( Q) 在边界 #0上节点 Qj 的未知节点

值, �F ( us) 是新的未知函数�F ( u) = ( u - a) ( b- u)�f ( u) 在裂纹线 L = ( a, b ) 上离散点 us

的未知离散值, �R 1( P i ) 和 �R 2(Fq) 分别为函数 �R1( P) 和 �R 2(F) 在节点 P i和离散点Fq的已知

值# 此外, 以上联立代数方程的所有系数均为已知,它们可由积分方程(26) ~ (27) 中的积分

核K ij (* , * ) 按文[ 4] 的方法决定# 

方程组( 43) ~ ( 45)一共给出了 n+ M个代数方程,因而可确定未知数 V 1(Qj ) 和�F ( us ) ,在

求得这些未知数后,便可使用 Lagrangina插值公式及方程(21) , (24) 和(19) 近似地决定弯曲函

数 V( x , y )# 很明显, 附加扭转函数 U( x , y ) 亦可按以上方法近似决定, 于是图 1 所示的

Sain_Venant弯曲问题数值地得到解决# 另外,再对方程(13) 使用Green公式,则图1所示裂纹

柱的扭转刚度可用以下离散公式计算:

�D =
D
L
= E

n

j= 1

1
3
( x

3
lj + y

3
jmj ) + U( Qj ) ( xjmj - yjlj ) hj +
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    P( b - a)
2M E

M

S= 1

( u
2
s- b

2
)�F ( u s)# (46)

类似地,由方程( 40)和( 41) ~ ( 42) ,弯曲中心和应力强度因子的离散公式分别为:

e =
1

2(1 + M) I E
n

j = 1

Vj ( Qj ) ( yjlj - xjmj ) +
4+ M
8

(2x 2
jy

2
j + y

4
j ) mj -

3
4 y

4
jmj hj +

P( b - a )
2M E

M

s = 1
( u

2
s- b

2
)�F ( u s) , (47)

K Ó( a) = BL
b - a

2 �F (- 1) +
A
B�F (- 1) , (48)

K Ó( b ) = - BL
b - a

2
�F (1) +

A
B
�F (1) , (49)

式中: I = Q8
x
2d 8 =

1
3 E

n

j= 1
( x

3
jljhj ) , (50)

F ( ? 1) = cos(M arc cos( ? 1) )
M E

M

s = 1

(- 1) s+ 1sin
2- 1
2M

P

( ? 1) - cos
2s - 1
2M

P
F( u s)# (51)

A
B
=

1
�D E

n

j = 1

Vj ( Qj ) ( xjmj - yjlj ) +
4 + M
8

(2x 2
jy

2
j + y

4
j ) mj -

    3
4
y
4
jmj hj +

P( b - a)
2M E

M

s= 1
( u

2
s - b

2
) �F ( us) # (52)

5  数 值结 果

为了求解由图 1所示的一些问题,下面选择若干例子用以上数值法进行求解# 

例 1  带有偏心裂纹的圆柱

裂纹柱的形状及几何参数由图 2a 给出, 则其扭转刚度 D = LR
4
D

*
, 弯曲中心 e = Re

*
及

应力强度因子

( a)                   ( b)

图  2

K Ó ( a) = BL b- a
2

R
2
[ �K *

Ó( a) + �K
*
Ó( a) ]

K Ó( b ) = - BL
b - a

2
R

2
[�K

*
Ó ( b) + �K

*
Ó( b ) ]
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列于表1(内裂纹)和表 2(边界裂纹) :

表 1 D * , e* ,�K *
Ó( a) , �K

*
Ó ( b ) , �K

*
Ó ( a) 和�K

*
Ó( b) 的列表值

(内裂纹: L = ( a, b ) , ( b + a) / 2R = 01 5;M= 01 3)

( b - a ) / 2R 013 0125 012 011 0105

D * 11483 4 11510 7 11531 2 11556 5 11562 5

e * 01066 1 01044 5 01027 8 01006 8 01001 7

�K *
Ó

a

b

01950 6 01928 4 01910 4 01885 3 01878 6

01960 5 01923 7 01899 8 01876 2 01872 4

�K *
Ó

a

b

01035 4 01024 2 01015 5 01004 0 01001 1

01065 0 01040 0 01023 1 01004 9 01001 2

表 2 D * , e* ,�K *
Ó( a) , �K

*
Ó ( b ) , �K

*
Ó ( a) 和�K

*
Ó( b) 的列表值

(边界裂纹: L = ( a, b) , b/ R = 1; M= 013)

( b - a ) / 2R 013 0125 012 011 0105

D * 11047 0 11211 6 11338 2 11505 6 11549 1

e * 01269 7 01175 0 01106 6 01024 7 01005 8

�K *
Ó

a

b

11961 7 11691 1 11506 9 11262 9 11173 8

01000 0 01000 0 01000 0 01000 0 01000 0

�K *
�

a

b

01855 7 01438 0 01230 0 01046 1 01010 5

01000 0 01000 0 01000 0 01000 0 01000 0

 表 3 D * , e* ,�K *
Ó( a) , �K

*
Ó ( b ) , �K

*
Ó ( a) 和�K

*
Ó( b) 的列表值

(内裂纹: L = ( a, b ) , R1 / R = 016, ( b- a) / 2R = 011,M= 013)

( b + a ) / 2R 011 0115 012 0125

D * 01082 4 01081 9 01081 0 01079 3

e* 01004 1 01006 7 01010 1 01015 2

�K *
Ó

a

b

01577 0 01596 6 01630 4 01686 5

01620 6 01662 8 01723 7 01839 9

�K *
�

a

b

01001 3 01004 5 01010 9 01024 3

01004 1 01009 7 01020 2 01042 8

例 2  带有偏心裂纹的花十字形圆柱

裂纹柱的形状及几何参数由图 2b给出,则柱的扭转刚度 D = BR4
D

*
,弯曲中心 e = Re

*

及应力强度因子

K Ó( a) = BL
b - a

2
R

2
[�K *

Ó( a) + �K
*
Ó( a) ]

K Ó( b ) = - BL
b - a

2 R
2
[�K

*
Ó ( b) + �K

*
Ó( b ) ]
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列于表3(内裂纹)和表 4(边界裂纹) :

 表 4 D * , e* ,�K *
Ó( a) , �K

*
Ó ( b ) , �K

*
Ó ( a) 和�K

*
Ó( b) 的列表值

(边界裂纹: L = ( a, b) , R1/ R = 016; b/ R = 014, M= 013)

( b + a ) / 2R 01025 0105 01075 0110

D * 01083 0 01080 8 01077 0 01071 6

e* 01000 0 01006 9 01019 7 01039 0

�K *
Ó

a

b

11229 1 11250 8 11320 4 11454 8

01000 0 01000 0 01000 0 01000 0

�K *
�

a

b

01000 2 01033 0 012097 3 01213 5

01000 0 01000 0 01000 0 01000 0
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Method to Calculate Bending Center and Stress

Intensity Factors of Cracked Cylinder Under

Saint_Venant Bending

TANG Ren_ji1,  TANG Xin_yan2

( 11Depar tment of En gin eer ing Mechanics , Shan gha i Jia oton g

Un iver sity , Shan gha i 200030, P R China ;

21Agr icultur al En gin eer in g College , Nanjing Agr icultur al University ,

Nanjing 210032, P R China )

Abstract: Using the single crack solution and the regular solution of plane harmonic function, the

problem of Saint_Venant bending of a cracked cylinder by a transverse force was reduced to solving

two sets of integral equations and its general solution was then obtained. Based on the obtained solu-

tion, a method to calculate the bending center and the stress intensity factors of the cracked cylinger

whose cross section is not thin_walled, but of small torsion rigidity is proposed. Some numerical ex-

amples are given.

Key words: cracked cylinger; Saint_Venant bending; bending center; stress intensity factors; integral

equation method
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