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摘要 :  研究了电流变液的微结构本构关系# 其理论框架是基于内变量理论和机理的分析# 电流

变液是由高介电常数的颗粒悬浮在某种液体中组成的# 在电场作用下, 极化的颗粒将沿着电场方

向聚集在一起形成链状结构# 颗粒聚集体的大小和方向将随外加电场和应变率的变化进行调整,

因而可以通过建立起能量守恒方程和力平衡方程来确定颗粒聚集体的大小和方向的变化# 那么,

一个三维的、清晰的本构关系可以由相互作用能和系统的耗散能导出# 具体考虑和讨论了在简单

剪切载荷作用下的系统响应,发现电流变液的切变剪薄粘滞系数同系统M ason 数之间近似于幂指

数 W ( Mn) - 0182 的关系# 
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前   言

电流变体是一种由介电颗粒在低介电和低粘性液体所形成的悬浮液# 在电场作用下,它

的粘度会急剧地增大,这种现象是可逆的# 当电源切断后, 系统几乎又能马上恢复到原来的液

体状态,电流变液这种奇异的特性对未来技术有很大的吸引力# 近来,它们已经被制成器件应

用在一些智能结构中# 现在人们已经弄清了这种转变的机理是由于极性颗粒在电流变体中能

沿外加电场方向形成链状结构# 许多的工作都分析和证实了这种链状成形的机理, 例如, Tao

( 1993)
[ 1]

, Parthasarathy和 Klingenberg( 1996)
[ 2]# 

电流变液的宏观响应很大程度上是依赖于外加电场和它的微结构参数, 例如颗粒的体积

分数和介电常数# 我们将建立起一种本构关系来揭示电流变液系统的宏观响应与微结构的关
系# 这个关系式也可以为工程师编写分析含有电流变液元件的结构有限元程序提供必要的工

具# 许多研究人员曾对简单剪切载荷作用下的本构关系进行了研究# 其中例如: Halsey 等

( 1992) [ 3, 4]建立了一个预报液体粘度的计算模型# 基于非对称应力状态的连续统概念,

Rosensweig( 1995) [ 5]得到了一种能给出磁流变液屈服应力的有效方法# Klingenberg 和 Zukoski

( 1990) [ 6]首先利用一理想化的模型来分析电流变液, 他们计算了在简单剪切变形下的弹性行

为# Bonnecaze和 Brady( 1992) [ 7, 8] ,给出了一种类似于分子动力模拟的计算方法,有效地计算
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了在外加电场和流动场作用下悬浮液中任意形状颗粒的静电相互作用# Ginder 和 Ceccio

(1995) [ 9]以及 Conrad等( 1992) [ 10]对电流变液系统的屈服强度给出了广泛的理论与实验研究

结果# 基于能量的考虑, Bossis等( 1997)
[ 11]
预报了磁流变液和电流变液的屈服应力# Martin和

Odinek( 1995)
[ 12]
利用一个非线性流变模型来考虑电流变液系统中在水动力和电场力作用下颗

粒链的断开和聚集# 

事实上,电流变液的响应在应变率作用的不同阶段是不同的# 对于准静态载荷,在小应变

时这种链结构是不易断开的, 而是颗粒仅仅会移动一个非常有限的距离# 在这种载荷作用下,

可以认为应力只与应变相关, 而与应变率无关# 许多研究人员得到的应力_应变关系是最适合

描述这一阶段的行为# 对于动态载荷,或者高应变率值时,链结构变得容易改变,其尺寸也将

由于断开和聚集而改变, 当剪应变率增大或减小时,它的方向也将根据流场而调整# 这样的微

结构演化将导致能量的耗散, 并且是形成剪薄现象的主要原因# 在这个加载阶段,可以认为应

力与应变率相关,而与应变无关# 正如 Jordan等( 1997) [ 13]所指那样,研究电流变液的本构关

系有两种方法可循: 即,一种是基于详尽的微结构电力及水动力学的分析, 而另一种是基于连

续统力学# 前者已经成功地阐明了系统变量的相互关系, 但它却不能产生显函形式的本构关

系# 另一方面, 基于连续统力学的模型却往往不能详尽地考虑到微结构的变化# 在本文中,我

们将基于内变量理论[ Rice, 1971[ 14] : Ziegler, 1983[ 15] ]来建立一个三维的本构关系# 从悬浮液

的微结构着手, 首先给出了在一外加电场和流动场作用下的相互作用能和耗散能# 接着,可以

建立起内变量的演化方程,例如聚集体的方向和大小# 最后,三维本构关系可以依据内变量理

论的框架得到# 在本文中得到的基于机理的本构关系不仅仅能提供工程师一个闭合形式的方

程来编写相应的有限元软件, 而且能建立起电流变液的宏观响应与微结构的关系# 

1  含有极化颗粒聚集体的电流变液的比内能

实验表明含有低到中等体积分数极化颗粒的电流变液的流变性能的变化是由于颗粒聚集

成易变的链结构引起的, 而且其大小和方向随流动场和外加电场的作用而变化# 当聚集体很

接近两端电极时,作用系统边界的电极对极性颗粒的聚集会产生一个很强的影响# 在建立一

个材料的微结构本构关系时, 通常要构造一个本构单元# 从宏观的观点来看,该单元应该足够

小而能代表材料某一点的性能;反之,从微观的观点来看, 该单元应该足够大而能反映出足够

多的微观信息# 因此,在电极中一个电流变液可以认为是由许多这样的单元堆积而成的,而且

每个单元受到不同的电场和流动场的影响而呈现出不同的响应# 那么,在建立材料的本构关

系时,电极的影响可以不考虑# 我们考虑的材料单元可认为是液体中含有椭球形的极性聚集
体的悬浮液# 这种假设将简化我们的分析,因为在常量外场作用下椭球内的极化强度也是常

量# 在早些的文章中也有类似的假设, 例如在 Halsey[ 3, 4] , Bossis[ 11]的工作中等等# 单元是受一

个沿 z 方向的电场E
0以及流动场 V

0 的作用# 如果椭球形聚集体的尺寸用 a1 = a, a2 = a3

= c来表示,那么其体积为 v a = (4/ 3)Pac
2# 在含有颗粒体积分数为 <的单位体积电流变液

中, 聚集体的个数可表示为N = </ v a# 聚集体是由各向同性的、具有相对介电常数 A
p
的介电

颗粒组成的,而体液的介电常数 A
f
则是较低的# 当悬浮液受到一电场作用时, 极化颗粒产生

聚集将降低系统的自由能,如下我们将导出单元体积中的静电能# 

首先,我们考虑液体中含一扁长型椭球形聚集体# 为了考虑其他聚体的影响,将引进有效

电场 E
m
,其定义为周围液本中的体平均场# 在局部坐标系中 X , Y和Z轴对应着球的半轴长
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a1, a2, a3( a2 = a3 = c) ,聚集体内的电场是与有效电场相关的, 可以从单个介电夹杂的问题

的解中得到 (Landau等, 1984[ 16] , Eringen 和 Maugin, 1990[ 17] ) ,

  

E
i
x = E

m
x / (1+ ( A

p
/ A

f
- 1) nx) = A xE

m
x ,

E
i
y = E

m
y / (1+ ( Ap

/ Af
- 1) ny) = A yE

m
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E
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z = E
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(1)

其中   nx =
1 - B

2

2B3 ln 1+ B
1- B

- 2B , nz = ny =
1
2
(1- nx) , B= 1- c

2
/ a

2# 

如果用 E
0
表示外加电场,那么电场的体平均表示成:

  (1 - <) Em
+ <E i

= E
0
, (2)

把式( 1)代入式( 2)可以得到有效电场,

E
m
x = (1 - <+ <Ax )

- 1
E

0
x , E

m
y = (1- <+ <A y)

- 1
E

0
y , E

m
z = (1- <+ <A z)

- 1
E

0
z# (3)

那么,在椭球形聚集体中引发的总偶极矩为

  

Px = v aAx ( A
p
- A

f
) A0( 1- <+ <Ax )

- 1
E

0
x ,

Py = v aAy ( A
p
- Af
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E

0
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E
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(4)

其中 A0 为真空介电常数, v a为椭球聚集体的体积# 

单个聚集体的相互作用能可定义为液体中含有聚集体而引起的电能变化, 可表示为( Lan-

dau等, 1984) [ 16]

  u = - 015Em#P = - 015v aA0( A
p
- Af

) [ Ax( 1- <+ <Ax )
- 2
( E

0
x )

2
+

      A y(1 - <+ <Ay )
- 2
( E

0
y )

2
+ Az (1- <+ <A z)

- 2
( E

0
z)

2
]# (5)

电流变液的能量可以认为是由两个部分组成的:一是介电聚集体的体极化能,二是聚集体

的表面能# 如Halsey等( 1992) [ 3]所指出, 表面能也可以由偶极子的相互作用引起, 但它却依赖

于聚集体中极化颗粒的排列方式# Bossis等( 1993)
[ 18]
也指出颗粒的表面能的产生是由于极化

颗粒在不同的区域对能量的贡献是不同的,即在聚集体的表面和在聚集体的中间是不同的# 

因此,表面能要比体极化能小得多# 为了简化分析,本文将忽略表面能影响# 
在单位体积中有 N 个聚集体,那么总的相互作用能可表示为:

  7 = Nu = - 015<( A
p
- A

f
) A0[ Ax (1- <+ <A x)

- 2
( E

0
x )

2
+

      A y(1 - <+ <Ay )
- 2
( E

0
y )

2
+ Az (1- <+ <A z)

- 2
( E

0
z)

2
]# (6)

在本文中, 外加电场 E
0是沿整体坐标系的 z 轴方向,在局部坐标系中, ( X , Y, Z ) 轴对应

着半轴 a1, a2, a3,其中: X 为对称轴,而 Z 轴在整体坐标系的( x , y ) 平面上# 那么,外加电场

在局部坐标系上的各个分量可表示为

  

E
0
X

E
0
Y

E
0
Z

=

sinHcosU sinHsinU cosH

- cosHcosU - cosHsinU sinH

sinU - cosU 0

0

0

E
0

, (7)

其中 H是对称轴X 和 z 的夹角, U是X 轴在( x , y ) 平面上的投影与 x 轴的夹角# 

把式( 7)代入式( 6) ,注意对于旋转椭球聚集体有 A y = Az ,那么相互作用能可表示为

  7 = - 015<( Ap
- Af

) A0( E
0
)

2
[ Ax (1- <+ <A x)

- 2cos2H+

      A y(1 - <+ <Ay )
- 2

sin
2
H]# (8)

很明显,悬浮液系统的相互作用能依赖于外加电场,聚集体的方向、大小以及它的体积分
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数# 因此,由于我们引进了有效场来考察聚集体之间相互作用的影响,相互作用能将不再是颗

粒体积分数的线性函数了# 

2  微结构演化下电流变液的耗散势

为了建立悬浮液的本构关系, 我们必须首先给出由于微结构演化引起的耗散势# 耗散势

就是单位体积和时间内耗散的能量# 在本模型中,悬浮液单元受到一沿 z 方向的电场E
0 和一

线性流动场 V
0的作用(即一常应变率场)# 聚集体的方向随速度 ÛH、ÛU变化,而聚体的大小也

随流动场和电场而变化# 如果第 i 个聚集体中点的平移速度为 Ui , 其可假定为该点的液体流

动速度,那么紧贴着颗粒表面的液体流速可表示为:

  Vi = Ui + Xi @ r i ,   在每个面 S i 上, (9)

其中 Xi是指第i个聚集体的角速度,可以用ÛH、ÛU来表示: ri代表着从聚集体中心出发的位置矢

量,而 S i是第 i 个聚集体的表面# 在没有聚集体时,液体的流动场为:

  V
0
i = Ui + �C

0 # ri , (10)

其中 �C
0
是外加应变率张量# 

对于不考虑体力作用下的准静态蠕变流体,液体_颗粒系统的动能是可以忽略的, 而且液

体的势能保持恒定值# 这样,在一定的单元中耗散的能量比率 5 等于应力在整个液体包围的

表面所作的功# 因此,

  5 = QQS
0
+ E S

p

0 ijVinjds , (11)

其中 S0、S p是材料单元和球形聚集体的表面, Vi 是液体在表面的速度矢量, nj 是表面的法矢

量,指向液体的, 0 ij 是应力矢量# 对于牛顿流体, 它可以表示为:

  0ij = - pDij + L(5 iVj + 5 jVi ) , (12)

其中 p 是静水压力, L是液体的剪切粘度# 

在单元表面 S0 应用条件 Vi = V
0
i , 式(11) 可以表示为:

  5 = QQS
0
+ E S

p

0 ijVinjds = QQS
0
+ E S

p

0ijV
0
i njds + QQE S

p

0 ij ( Vi - V
0
i ) njds# (13)

对于不含颗粒的均质流体,可以引进与外加流速 V
0
i 相对应的应力张量 0 0

ij , 由能量互易定理

(Happel和 Brenner, 1986) [ 19]可给出:

  QQS
0
+ E S

p

0 ijV
0
i nj ds = QQS

0
+ E S

p

0 0
ijVinjds# (14)

上式关系可用来代替式( 13)中的第一项积分,并应用边界条件,式( 13)变为:

  5 = QQS
0
+ E S

p

0 ijVinjds = QQS
0

00
ijV

0
i njds +

      QQE S
p

0 0
ijVinjds + QQE S

p

0 ij ( Vi - V
0
i ) njds# (15)

当不考虑惯性影响和体力时,因为5 j 00
ij = 0, 可消除第二项积分# 因此, 能量耗散率可表示

为:

  5 = QQS
0

0 0
ijV

0
i nj ds + QQE S

p

0 ij ( Vi - V
0
i ) njd s# (16)

把式( 9)、( 10)和( 12)代入式( 16)并假设在单元边界上的压力为零, 可以得到:

  5 = QQS
0

0 0
ijV

0
i nj ds + QQE S

p

0 ij ( Vi - V
0
i ) njd s =
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      2LC0
ijC

0
ij + NDikC

0
ik - ND ikEijkXj , (17)

其中 Eijk 是置换符号,有以下的特性:如果三个符号中任意两个相同时其值为零,如果( i , j , k )

是在整数(1, 2, 3) 中进行偶数循环置换时,其值为+ 1, 而如果( i , j , k ) 是在整数(1, 2, 3) 中进

行奇数循环置换时, 其值为- 1# 而且

  D ik = - QS
p

0ijnj x kds# (18)

在推导式( 17)时,我们应用了在悬浮液单元边界上的条件 0
0
ij = 2LC

0
ij , V

0
i = C

0
ijxj# 聚集体的

角速度可表示为:

  X = - sinUÛHi + cosUÛHj + ÛUk# (19)

在附录Ñ中已导出了由线性流场 C0
ij 和聚集体的转动 Xi 产生的张量D ij , 可表示为:

  D ij = M ijklC
0
kl + H ijkXk , (20)

其中张量 M ijkl、H ijk仅依赖于椭球形聚集体的方向和大小,可见附录 Ñ# 把式(20) 代入式(17)

得:

  5 = 2LC0
ijC

0
ij + NDikC

0
ik - ND ik Eijk Xj = 2LC0

ijC
0
ij + NM ijABC

0
ijC

0
AB+

      N (HABk - M ijABEikj ) C
0
AB Xk - NH ijAEikj Xk XA# (21)

从式( 21)可以知道耗散势是比率 C0
ij , Xk的二次方程# 根据式(8) 的相互作用能和式(21) 的耗

散势,我们不仅可以建立起系统的本构关系, 而且可以导出微结构演化 ÛH、<
#

的控制方程# 

3  电流变液的本构关系

311  内变量理论的基本公式
众所周知, 电流变液在某一时刻的热力学状态不仅和当前的应变率 C0

ij 有关, 也和该时刻

以前的 C
0
ij 历史相关# 有许多种解决方式来确定相应的热力学状态# 内变量理论(Rice,

1971[ 14]
, Ziegler, 1983[ 15]

) 是其中一种较为有效的方法# 为了完全确定悬浮液的热力学状态,

除了给定瞬间应变率外,还需引入一些内变量用以描述加载过程中材料的微结构变化 # 这

样,材料响应对加载历史的依赖可以用它所产生的结果来替换 # 即,在材料单元中微观尺度

上结构分布的现在模式可以用内变量的现在值来表示# 一旦确定了内变量,材料的响应仅与

当前应变率 C0
ij 有关# 但是,内变量得依赖于加载历史# 内变量理论是建立在热力学基本原

理上的# 通过这种方法,不仅能建立起应力与应变率之间的关系, 还能获得微结构的演化方

程# 考虑一电流变液的单位体积微元# 它的状态变量为应变张量 Gij ,绝对温度 T 以及一些

内变量 ; k# 换句话说, 变量 Gij、; k 和T 能完全地描述系统# 热力学第一定律为:

  dW = dU - dQ, (22)

其中 U是系统的内能, dW 是外力所作的功, dQ 是系统吸收的热量# 
热力学第二定律表明,状态函数_熵 S ( Gij , ; k , T ) 满足关系式:

  T dS \ dQ# (23)

如果( 23)等式成立,则为可逆过程,否则为不可逆过程# 熵还可以表示为如下形式:

  dS = d
(r)
S + d

( i)
S, (24)

其中   d
(r)
S = dQ/ T (25)

是可逆熵增量, 它是由外部提供的,但是

  d
( i)
S \ 0 (26)

是不可逆增量, 它是由系统内部产生的# 利用方程( 22)、( 23)、( 24)可得到
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  dW = dU - dQ = dU - Td(r) S = dU - T dS + Td ( i)
S# (27)

如果应力张量为 Sij ,那么

  dW = SijdGij# (28)

由于 U和S 是状态函数,方程(28) 可以写为 :

SijdGij =
5U
5Gij

- T
5S
5Gij dGij +

5U
5 ; k

- T
5S
5 ; k d ; k +

5U
5T - T

5S
5T dT + T d( i)

S# (29)

如果系统仅受热,则( 29)式变为:

  5U/ 5T - T5S /5T dT + Td( i)
S = 0# (30)

式中第二项是非负的, 但是括号中的数是一状态函数,因此它是与dT 无关的# 因为(30) 式不

管 dT 是正或负都成立, 因此

  5U/ 5T - T5S /5T = 0# (31)

虽然上式是在一种特殊情况下得到的, 但它普遍适用于任何过程# 如果我们引入系统的自由

能,

  . = U- TS , (32)

那么, ( 29)式简化为:

  SijdGij =
5 .
5Gij

dGij +
5 .
5 ; k

d ; k + T d( i)
S, (33)

这是 Ziegler( 1983) [ 15]提出来的, T d( i)
S 和外力功有着相似的形式, 也可以表示为:

  T d
( i)
S = AijdGij + Bkd ; k# (34)

把式( 34)代入式( 33)中,得

  SijdGij = 5 . /5Gij + A ij dGij + 5 . / 5 ; k + Bk d ; k# (35)

由于 Gij、; k 是独立的状态变量,因此,从上式得:

  Sij = 5 . /5 Gij + A ij , (36)

  5 . /5 ; k + Bk = 0# (37)

( 36)式是材料的本构关系, ( 37)是可以用来确定内变量值的演化方程# 

我们可以用对时间的偏微分将( 34)式改写为:

  5 = AijC
0
ij + BkÛ; k , (38)

其中 5是耗散功,它是耗散力所作的功的比率# 但是,即使知道了耗散函数, (38)式也不能确

定耗散力,张量 A ij 和向量Bk# 但是,一旦知道了各分量的比例,它们的大小就确定了# 为了

确定A ij和Bk ,我们引入下面的正交条件: 与速度 C0
ij 或Û; k相对应的耗散力在端点上垂直于耗散

面 5 = 50,因此

  A ij = K15 5/ 5C0
ij , Bk = K25 5/ 5 ; k , (39)

其中 K1、K2是比例因子,可由(38) 式确定

  K1 =
5 5
5C0

ij
C0
ij

- 1

5 , K2 =
5 5
5 ; k

; k
- 1

5# (40)

由于 5 是速度的二次函数, 因此(40) 满足

  K1 = K2 = 1/ 2# (41)

由于应变和应变率是对称张量,将式( 39)和式( 41)代入式( 36)和式( 37) ,可得到

  Sij = 015 5 . / 5Gij + 5 . / 5Gji + 0125 5 5 /5 C0
ij + 5 5 /5 C0

ji , (42)

  5 . /5 ; k + 0155 5/ 5Û; k = 0# (43)

值得指出的是( Ziegler( 1983) [ 15]也曾讨论过) :此正交条件和最大耗散率准则是一致的# 
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312  本构方程
31211  屈服前的电流变液本构方程

实验数据表明: 当剪切应力小于电流变液的屈服强度时, 它和一般固体材料是相似的:应

力和应变近似呈线性关系,它的一个确定特征是:当有电场施加于这种静态的电流变体时,其

中的颗粒将沿着电场方向排成链状结构的列# 在剪力作用下,颗粒的纤维状聚集体保持不变,

但它们象图 1所示那样稍微旋转了一个角度# 我们进一步假设: 电极和颗粒链状结构之间没

有滑移# 在这种条件下, 颗粒链的小倾角直接和应变有关, 如果剪应变 G13 = G31,那么

图 1  初始态电流变体示意图

2G13 = G13+ G31 = tanH U H# (44)

将它代入方程( 8) , 可以得到系统的相互作用能

为:

7 = - 015<( Ap
- Af

) A0( E
0
)

2 A x(1 - <+

    <A x)
- 2
- [ A x(1 - <+ <Ax )

- 2
-

    Ay(1 - <+ <Ay )
- 2
] ( G13+ G31) # (45)

对等温过程有

5 . / 5Gij = 5 7 /5Gij# (46)

忽略耗散条件, 剪切应力可由方程( 42)得到

S13 = 2G
*
G13 =

1
2

5 7
5G13

+
5 7
5 G31

=

    2 <A0( A
p
- Af

) ( E
0
)

2
[ Ax (1- <+ <A x)

- 2
- A y(1 - <+ <Ay )

- 2
] G13, (47)

其中有效剪切弹性模量为:

G
*
= <A0( A

p
- A

f
) ( E

0
)

2
[ Ax (1- <+ <! x )

- 2
- Ay (1- <+ <A y)

- 2
] , (48)

如果颗粒的介电常数没有达到无穷大,纤维状聚集体可以假设为柱状电介质,因此, 退极化系

数为 nx = 0, ny = nz = 1/ 2,有效剪切模量则为

G
*
= <A0( A

p
- Af

) ( E
0
)

2 1-
2Af

A
p
+ A

f 1 - <
Ap
- Af

Ap
+ Af

- 2

, (48)c

反之,聚集体不可以假设为无限长的柱体,不能用( 48)c式,只能由( 48)式求解# 

图 2  剪切模量与外加电场的关系

从( 47)式,我们知道:电流变液在初始阶段呈

现普通弹性材料的特性, 其剪切模量由( 48)式给

出,值得指出的是:此结论是建立在小倾角假设上

的,如( 44)式所示, 而且颗粒链在电极上不滑移# 

当外加剪应变达到其临界值 G
c
13 时, 颗粒链将断

开,由(47) 式给出的相应剪应力即为电流变体的

静态屈服应力# 

Ginder和 Davis( 1993) [ 20]得到的实验数据证

实了本文的理论预报值# 他们研究的模型液体

是:体积分数为 < = 012、介电常数为 Ap
= 2 000

的钛酸钡颗粒悬浮在相对介电常数 Af
= 2的正十

二烷中,其中真空的介电常数 A0 = 81854 17 @ 10- 12 F/ m# 剪切模量与外加电场的关系如图 2

所示,在钛酸钡系统中,剪切模量的预测值稍低于实验值,这可能是由于电极的影响# 
31212  屈服后的本构关系

屈服后的电流变液可近似于 Bingham 固体,即
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  S = Sy
+ L* C0# (49)

其中 Sy是系统的屈服应力, L* 是液体的粘度# 实验表明:大多数电流变液的剪切粘度(即悬

浮液的粘度) 随着剪切速度的上升而下降# Klingenberg和Zukoski( 1990) [ 6] 认为这种剪薄行为

是因为在电极附近形成了压缩边界层, 因此, 速度梯度仅出现在试样的一部分# Halsey 等

( 1992) [ 3, 4]假设聚合物的尺寸和方向随着流场的变化而变化,他认为剪薄效应是由于流体的体

积特性# Shulman等( 1986) [ 21]对磁流变体考虑了同样的问题# 

在本文中,尺寸参数 a 和 c, 聚合物的方向 H、U是作为系统的内变量, 一旦确定,材料将变

为普通的悬浮液,就是说,如果某时刻内变量的值给定,系统的响应依赖于该时刻的应变率,与

其历史无关# 实际上,内变量的值已考虑了加载历史# 把式(21) 代入式(42) 可得

  Snm = Sy
mn + 015 5 7 /5 Gmn + 5 7 / 5Gnm + 0125 5 5/ 5C0

mn+ 5 5/ 5C0
nm =

      Symn + 2LC0
mn + 0125N (MmnAB+ MnmAB+ MABmn + MABnm) C

0
AB+

      0125N[ Hmnk + H nmk - (M ijmn + Mijnm) Eikj ] Xk , (50)

其中 Sy
mn 是静态屈服应力# 在推导式(50) 时,应注意在动态情况下相互作用能与外加应变无

关# 式(50) 给出了电流变液的一般本构关系,它适合于瞬态阶段, 即聚集体的方向是随时间

变化的# 当悬浮液达到稳定状态时,聚集体的尺寸和方向将不再随时间变化, 式(50) 中的最

后一项将为零, 因此,

  Smn = S
y
mn + 2LC

0
mn + 0125N (MmnAB+ MnmAB+ MABmn + MABnm) C

0
AB =

      Symn + 2LC0
mn + <�MmnABC

0
AB, (51)

其中 (16/ 3)Pac2�MmnAB = MmnAB+ MnmAB+ MABmn + MABnm , <是颗粒的体积分数# 

31213  内变量 H, U, a , c的确定

由于张量 M ijkl、H ijA是聚集体大小和方向的函数,因此我们必须确定这些内变量是如何随

外部条件变化的# 利用式(41) , 可以得到 ÛH、<
#

的演化方程:

  5 7 /5H= - 0155 5 /5ÛH, (52)

  5 7 /5 U= - 0155 5/ 5ÛU# (53)

式( 52)和( 53)给出了用来确定在给定初始条件外加应变率 C
0
ij 和电场下的H( t ) , U( t ) 的一阶

微分方程组# 利用式(8) 有

5 7
5H = -

<
2
( Ap

- Af
) A0( E

0
)

2sin2H[ Ay (1- <+ <A y)
- 2
- A x(1 - <+ <Ax )

- 2
] ,

5 7 / 5 U= 0# 
(54)

利用式( 21)和( 19)可得

  5 5/ 5ÛH= +( H)ABC
0
AB+ $( H)k Xk , 5 5/ 5ÛU= +( U)AB C

0
AB+ $( U)k Xk , (55)

其中

  

+
( H)
AB = N cosU(HAB2- M ijABEi 2j ) - N sinU(H AB1- M ijABEi1j ) ,

+( U)AB = N (H AB3- M ijABEi 3j ) ,

$( H)k = NsinU(H ij1 Eikj + H ijk Ei1 j ) - N cosU(H ij2Eikj + H ijk Ei 2j ) ,

$
( U)
k = - N(H ij3 Eikj + H ijk Ei3 j )# 

(56)

把式( 54)和( 55)代入式( 52)和( 53) , H、U的一阶微分方程就可以得到

  
( $( U)1 sinU- $( U)2 cosU)ÛH- $( U)3 ÛU- + ( U)

AB C
0
AB = 25 7 / 5U,

( $
( H)
1 sinU- $

( H)
2 cosU) ÛH- $

( H)
3 ÛU- +

( H)
ABC

0
AB = 25 7 /5H# 

(57)
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如我们前面所讨论的那样,必须通过求解微分方程( 57)来确定在一给定加载历史下的内变量

值# 

为了得到平衡时椭球形聚集体的尺寸,Halsey( 1992) [ 3]把极化能分成两个部分, 第一是式

( 8)给出的退极化能,第二是聚集体的表面能# 平衡这两部分的影响,他发现其大小尺寸依赖

于Mason数# 如Halsey( 1992)
[ 4]
提到的,同体退极化能相比,表面张力只是个微小的影响# 在

本文中,仅考虑在水动力和静电力作用下每个依附在聚集体上的颗粒的平衡条件,这样看来建

立起力平衡方程来确定聚集体的长度是更适合的# 考虑电流变液中的椭球形聚集体, 一个球

形颗粒在它的端部, 如图 3所示# 当系统达到它的稳定状态时,作用在聚集体中颗粒上的所有

力将保持平衡, 即作用在颗粒上静电力和水动力将相互平衡# 对于小的球形颗料,我们可以假

设作用在它上面的局部电场是均匀的# 因此介电颗粒的电偶极矩可以用式( 4)在对球形颗粒

有 nx = ny = nz = 1/ 3时的值来确定,

图 3  球形液滴与颗粒之间

的相互作用示意图

  P = P sE
e
, (58)

其中

Ps =
4PAf

( Ap
- Af

)

Ap
+ 2Af A0 r

3
0, (59)

以及 r0 是颗粒的半径# 作用在颗粒上的静电力可以通

过计算外力作用在位于颗粒中心的偶极子来得到:

F
e
( a + r 0, 0, 0) = (̈ P#Ee

) = P s [̈ ( E
e
x)

2
+

    ( E
e
y)

2
+ ( E

e
z )

2
] | X= a+ r

0
, Y= Z= 0, (60)

其中球形介电体外的局部电场已由附录 Ò给出# 

为了确定作用在颗粒上的水动力, 我们必须得到颗

粒周围的局部流速 V
L
,其已由附录 Ó给出# 作用在颗

粒上的水力可由 Stokes阻力给出,

F
h
( a + r0, 0, 0) = 6PLr 0 V

L
( a + r 0, 0, 0)# (61)

一般来说,聚集体的长度对外加电场和应变率是很敏感的, 但它们在垂直方向上的尺寸却相对

稳定# 因此我们可以固定尺寸参数 c,通过沿对称轴 X 方向上的力平衡来确定长度:

  F
e
X ( a + r0, 0, 0) + F

h
X ( a + r0, 0, 0) = 0# (62)

事实上,为了得到式( 51)的本构关系, 我们仅需要确定形状比值 a/ c# 通过计算, 发现聚集体

的形状比值与选定的 c 无关# 如果考虑在颗粒之间水力从一个颗粒到另一颗粒是通过润滑

区来传递的,那么颗粒中最大的水动力将出现在聚集体的中间 # 但通过计算,我们发现通过

平衡在聚集体端部或中间的颗粒上的力得到的聚集体尺寸却是相当相似的# 

通过同时求解式( 57)和( 62) ,可以得到外加电场和应变率函数的内变量 a, c, H, U# 当系

统达到稳定状态时, ÛH、ÛU为零# 在求得 a、c、H、U后,并把它们代入到 M ijkl 表达式中, 利用式

(51) ,非线性的本构关系就可以建立起来了# 

4  在简单剪切载荷作用下电流变液的本构关系

作为特殊情况下的一个例子, 本节我们主要讨论简单剪切载荷作用下的情况# 外加应变

率为 C0
13 = C0

31,因为对称轴在 x_z 平面上, 因此有 U= 0,那么,沿对称轴方向的方向矢量 d可

表示为:

  d = sinH, 0, cosH , (63)
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把式( 63)代入在式(A2)和( A6)中的 M ijkl、H ijk ,进一步代入式(57) , 可以发现:

  $
( U)
3 ÛU= 0, (64)

  $( H)
2 ÛH= 12PL<YH

a/ c
2 C0

13cos2H+ <A0( A
p
- Af

) ( E
0
)

2
[ A y(1 -

      <+ <Ay )
- 2
- Ax (1- <+ <A x)

- 2
] sin2H=

      G cos2H+ F sin2H, (65)

其中

  

F = <( Ap
- Af

) A0( E
0
)

2
[ A y(1 - <+ <Ay )

- 2
- Ax (1- <+ <A x)

- 2
] ,

G = 12PL<Y
H
C

0
13 a/ c

2
,

$( H)2 = 8P<L a
2
/ c

2
Y

C
,

(66)

以及 Y
H
, Y

C可由式( A4)和( A7)确定# 

式( 64)表明对一个剪切载荷, 如果初始的 U= 0,聚集体的对称轴仅在 xoz 平面上旋转# 

式(65) 给出了在一给定电场 E
0和剪切应变率 C0

13 下的作为时间 t 函数的旋转角的解为

tanH=
1
G
[ F + G

2
+ F

2tanh( V ) ] , V =
G

2
+ F

2

$( H)2
t + arctanh

- F

G
2
+ F

2
# (67)

当时间 t趋近于无穷大时, V y ] , tanh( V) y 1# 因此在给定条件下摆动角将达到稳定值,其

值可由 ÛH= 0决定,或

  tan2Heq = - G/ F# (68)

图4给出了在不同Mason数 Mn时旋转角与无维时间t
*
= tC13的关系,其中Mason数Mn是指

水动力与极化力之间的比值 Mn = LC13/ [ A0( A
p
- A

f
) ( E

0
)

2
]# 

图 4  在不同 Mason值 Mn 下旋转角与无维时间 t * = tC13 的关系

把式( 68)代入式( 62) ,并求解( 62)式,可以求出在给定 c值时的聚集体平衡长度a# 如前

面所说,得到的形状比值 a/ c与c值无关# 图 5给出了 a/ c与Mason值的关系# 从对数图可

以看出 a/ c W ( Mn)
- 0148# 利用类似分子动力学模拟, Takimoto( 1992) [ 22]也揭示了这样的幂关

系以及其指数近似等于 - 015# 通过平衡一个椭球形液滴的退极化能和表面能,Halsey 等

(1992)
[ 3, 4]
得到了 a/ c W Mn

- M
其指数为M= 1/ 3# 

把旋转角和形状比值的平衡值代到式( A2)的 M ijkl 表达式中, 再代入式(51) , 可以得到在
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简单剪切载荷作用下的应变和应力关系

  S
0
13 = S

y
13+ 2LC0

13+
5
3
PLNa3C0

13[ (3X
M
+ Z

M
) sin22Heq+ 4 YM cos22Heq] =

      S
y
13+ 2LC0

13+
5
4

<LC0
13

4G2
+ F

2
a

2

c
2 [ (3XM

+ Z
M
) G

2
+ 4YM

F
2
] =

      S
y
13+ 2L

*
C

0
13, (69)

其中电流变液的粘度 L* 为

  L*
= L+

5
8

<L
8G2

+ F
2

a
2

c
2 [ (3XM

+ Z
M
) G

2
+ 4YM

F
2
] , (70)

    图 5  形状比值 a/ c 与 Mason         图 6 无维悬浮液粘度 ( L* - L) / L

值的对数关系图 与 Mason值的对数关系图

这里 X
M、Y

M、Z
M 仅依赖于形状比值, 由式(A4) 给出# 如式(66) 所示, 函数 G 和F 和形状

比值 a/ c依赖于应变率C0
13和外加电场( E

0
)

2# 因此式(70) 可预报电流变液的剪薄粘度# 把

得到的形状比值代入式( 70) , 可以发现悬浮液粘度( L*
- L) / L的下降随Mason数 Mn变化的

情况# 图 6给出了对数域的关系图# 图中的结果表明了悬浮液的粘度近似于一幂函数 W

(Mn)
- $
,其剪薄指数为 $ U 0182# 

5  结   论

本文建立起了电流变液的微结构本构理论# 其理论框架是基于内变量和机理的分析# 
电流变液是由高介电常数的颗粒和液体组成的# 在电场作用下, 极性颗粒将沿电场的方向

聚集成链状结构# 颗粒聚集体的大小和方向是易变的, 它们将随外加电场和应变率的变化而

变化# 因此, 可以建立起一个确定聚集体大小和方向的模型# 根据系统的相互作用能和耗散
函数,可以导出一个三维的、清晰的本构方程# 本文具体地考虑和讨论了系统在一简单剪切载

荷作用下的响应,发现电流变液的粘度很好地近似于一幂函数 W ( Mn)
- 0182 # 因为聚集体方

向的演化方程是一依赖于加载历史的微分方程, 对于给定的加载历史, 可在解得它以后, 预报

出依赖于加载历史的电流变液体本构关系# 

附录 Ñ  张量 D 的推导

由于线性流场 C0
ij 和聚集体的旋转Xi 而在聚集体的表面产生应力场# 对于本文考虑的一个稳定蠕变流

动,该应力张量是两个微水动力解之和# 其中 Dij 可以表示成:

( 1) 线性流场引起的力偶 D 1
ij

177基于内变量理论的电流变液本构关系



力偶 D 1
ij 可定义为:

  D 1
ij = - QQSp

0 1
iknkxj ds , (A1)

其中 0
1
ik是线性流场在聚集体表面产生的应力场# 对于椭球夹杂, 三个基本的问题 ) ) ) 平移、旋转和线性流

场已经在 Oberbeck, Edwardes 和 Jeffery的文中求得# 对于扁长椭球形聚集体 ( a > b = c) , 用 d 表示沿对称轴

的单位矢量, D 1
ij 可表示为[ Kim 和 Karr ila, 1991] [ 23]

  D
1
ij = Mij klC

0
kl = 4PLa3YHEijmEmkBdBdl + (20/ 3)PLa3[ X Md ( 0)

ij kl + YM d ( 1)
ijkl + ZMd (2)

ij kl ] C
0
kl , (A2)

其中   

d ( 0)
ijkl = 115 d idj - Dij / 3 dkd l - Dkl/ 3 ,

d ( 1)
ijkl = 015( diDjldk+ djDildk+ d iDj kd l + djDikd l - 4d id jdkd l ) ,

d ( 2)
ijkl = 015(DikDj l + DjkDil- DijDkl + d idjDkl + dkdlDij - didkDj l- djdkDil-

   did lDj k- djdlDik+ d idjdkd l) ;

(A3)

  

YH =
4
3
e5[ (1 + e2) L - 2e]- 1 , XM =

8
15

e5[ (3- e2) L - 6e]- 1 ,

YM =
4
5
e5 [ 2e(1 - 2e2 ) - ( 1- e2) L ] [ 2e(2 e2 - 3) + 3(1- e2) L] [ ( 1+ e2) L - 2e] - 1,

ZM =
16
5
e5(1 - e2) [ 3(1- e2) 2L - 2e(3- 5e2) ]- 1, L = ln

1+ e
1- e

,

(A4)

式中 e = ( a2 - c2) 1/2 / a 是椭圆的偏心率# 

( 2) 对应于椭球形聚集体旋转运动的力偶 D( 2)
ij

D ( 2)
ij 定义为

  D
( 2)
ij = - QQS

p

0
(2)
ik nkx jds , (A5)

其中 0 ( 2)
ik 是由于聚集体的旋转运动导致的应力场 # 用椭球形夹杂的解, D ( 2)

ij 可表示为 ( Kim 和 Karrila,

1991) [ 23]

  D ( 2)
ij = H ij kXk = 4PLa3EijA[ X

CdAdk + YC( DkA- dkdA) ] - 4PLa3YH( Eikld j + Ej kld i) d l Xk , (A6)

其中   X C =
4
3
e3(1 - e2 ) [ 2e - (1- e2) L ]- 1 , YC =

4
3
e3 (1- e2) [ (1 + e2) L - 2e] - 1# (A7)

附录 Ò  在均匀外场作用下一个介电球的外部电场

在Landau 等( 1984) [ 16]的书中, 已经给出了一个不含电荷的导体椭球外部场势的清晰表达式# 采用同样

的办法,我们也可以导出在均匀外场作用下一个介电球外的电势表达式# 在局部坐标系 (X , Y , Z) 中, X_ 轴

为球体的对称轴,外加电场可表示为 E0
X , E

0
Y , E

0
Z # 球体外的电势可表示为

  <e = <1+ <2+ <3 , (A8)

其中

<1 = - E0
XX 1 +

E
i
X

E0
X

- 1 @

  arctanh ( a2- c2) / ( a2 + N) - ( a2- c2) / ( a2+ N)

arctanh 1- c2/ a2 - 1 - c2/ a2
,

<2 = - E0
YY 1 +

E i
Y

E0
X

- 1 @

  ( a2 + N) / ( c2+ N) - ( a2 - c2) - 1/ 2arctanh ( a2- c2) / ( a2+ N)

a/ c2 - ( a2- c2) - 1/2ar ctanh 1 - c2/ a2
,

<3 = - E0
ZZ 1 +

E i
Z

E0
Z

- 1 @

  ( a2 + N) / ( c2+ N) - ( a2 - c2) - 1/ 2arctanh ( a2- c2) / ( a2+ N)

a/ c2 - ( a2- c2) - 1/2ar ctanh 1 - c2/ a2
,

(A9)
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其中椭球体内的内部电场已由式( 1)和( 3)给出,坐标 N与X、Y和 Z 相关为

  ( Y2 + Z2) / ( c2+ N) + X2/ ( a2+ N) = 1, (A10)

在椭球体外的空间 0 [ N [ ] , 介电球体的外部电场可得到

  Ee = - ¨< e# (A11)

附录 Ó  一椭球体在线性流场 v
0
i = C0

ijX j 作用下的速度场解

当椭球形聚集体达到它的平衡态时,它将在液体中固定# 在线性流场的作用下,由于一固定球的存在,速

度场将发生很大的变化# 在很久以前, Jeffery得到了椭球解, 这可以看Kim 和Karrila( 1991)的书[ 23]# 对于一椭

球体,我们可以简化它的解为以下简洁的形式 :

  VL
i = C0

ijXj -
3

32PL
Sj k+

1
2
EjlkTl

5
5 Xk

G1Dij - Xj
5 G1

5 X i
+

a2
J

4

52G2

5 X i5X j
, (A12)

式中   Gn = Q
]

N

X2

a2 + K
+

Y2

c2+ K
+

Z2

c2 + K
- 1

n
dK
$( K)

, (A13)

其中 $( K) = ( a2 + K) ( c2 + K) 以及椭球坐标 N定义为下式的正根

  X
2
/ ( a

2
+ N) + ( Y

2
+ Z

2
) / ( c

2
+ N) = 1, (A14)

Ti , S ij 是椭球体的扭矩和应力和,分别为

  
T i = - 8PLa3 YHEij ldkdlC

0
j k ,

S ij = (20/ 3)PLa3[ Xmd0
ij kl + Ymd1

ij kl + Zmd2
ijkl] C

0
kl# 

(A15)

式( A15)中符号的定义与附录Ñ中的一样,由于对称轴是沿着 X_ 轴,将有

  d1 = 1, d2 = d 3 = 0# 

对于一椭球形聚集体,式( A12)可简化为简洁的形式:

  
G1 = X 2I 1 + ( Y2 + Z2) I 2- I , 5 G1 /5 X i + 2X iII ,

5 G2/ 5X i5X j = 8X iXjIIJ + 4Dij [ X
2 I 1I + ( Y2 + Z2) I 2I - II ] ,

(A16)

其中用到了以下求和约定:重复下标中的小写符号从 1到 3 的求和,大写符号采用与小写符号一致的数但不

求和# 并且

  

I = Q
]

N

dK
$( K)

=
2

a2 - c2
arccosh�b ,

I 1 = Q
]

N

1

a
2
+ K

dK
$( K)

= 2( arccosh�b - �d /�b ) / ( a2- c2) 3/ 2,

I 2 = I 3 = Q
]

N

1

c2+ K
dK
$( K)

= (�b�d - arccosh�b ) / ( a2- c2) 3/ 2,

I 11 = Q
]

N

dK
( a2 + K) 2$( K)

=
2
3
( a2- c2) - 1 3

2
I 2

1
( a2+ N) 3/2 ,

I 12 = I 13 = I 21 = I 31 = Q
]

N

dK
( a2+ K) ( c2 + K) $( K)

=

  2

a2 - c2
3
2
I 2-

1

( a2+ N) 1/ 2( c2 + N)
,

I 22 = I 33 = I 23 = I 32 = Q
]

N

dK
( c2+ K) 2$( K)

=

  -
1
2

1

a2- c2

3
2
I 2-

1

( a2 + N)- 1/ 2( c2 + N) 2 ,

(A17)

式中�b = ( a2+ N) / ( c2+ N) ,�d = ( a2- c2) / ( c2 + N)# 因此, 对于任何线性流场, 我们可以得到简洁形

式的椭球体周围的速度场# 
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General Constitutive Equation of an ER Suspension

Based on the Internal Variable Theory

WANG Biao1,  XIAO Zhong_min2

( 11Resear ch Center for Composit e Mater ials , Harbin In stitut e

of Techn ology , Ha rbin 150001. P R China ;

21School of M echanical and Product ion En gin eer in g , Nan yan g Techn ological

Univer sity , Nanyang Avenu e , Singapor e )

Abstract: A microstructural constitutive theory of ER suspensions was formulated in this investiga-

tion. The framework was based on the internal variable theory and the mechanism analysis. The ER

suspension consists of fine particles with high dielectric constant and the supporting fluid. Under the

action of the electric field, the polarized particles will aggregate together to form the chain_like struc-

tures along the direction of the electric field. As the size and orientation of the particle aggregates are

volatile, and they adjust according to the applied electric field and strain rate, the energy conservation

equation and the force equilibrium equation were thus established to determine the orientation and size

of the aggregates. Following that, a three_dimensional, explicit form of the constitutive equation was

derived based on the interaction energy and the dissipation function of the system. The response of

the system under the action of a simple shearing load was considered and discussed in detail. It is

found that the shear_thinning viscosity of an ER suspension is well approximated by the power_law W

( Mn) - 0182 .

Key words: electrorheological fluid; internal variable theory; constitutive theory
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