
文章编号: 1000_0887(2001) 02_0157_10

非自治的 SchrÊdinger方程的吸引子
X

刘玉荣1, 3,  刘曾荣2,  郑永爱2, 3

( 11 苏州大学 数学系, 苏州 215006; 21 上海大学 数学系, 上海 200436;

31 扬州大学 数学系, 扬州 225002)

(我刊编委刘曾荣来稿)

摘要:  研究 2 维的非自治非线性 SchrÊ dinger方程长时间的动力学行为# 证明了一致吸引子的存

在性,并给出了该一致吸引子 Hausdorff维数的上界# 
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引   言

非自治演化方程的吸引子已被广泛研究(见[ 1] , [ 2] , [ 3] , [ 4]等及相应的参考文献) , 但非

自治的无穷维动力系统却了解得很少# 1994年, Chepyzhov和 Vishik[ 5]提出了研究非自治的无

穷维动力系统的一个较简单的方法,该方法非常适合于研究出现在数学物理中的演化方程# 

作者讨论了非自治的 Navier_Stoks方程,非自治的反应扩散方程以及非自治耗散的双曲方程的

一致吸引子# 在[ 6]中,作者进一步研究了非齐次非自治的Navier_Stoks方程的吸引子# 

本文研究下列 2维的 SchrÊdinger 方程:

  5 u
5 t - ( K+ iA)$u + ( k + iB) | u |

2
u - Cu = f , (1)

  u = 0,   # @ R+ 上, (2)

  u( x , S) = uS( x ) ,   x I 8# (3)

这里 K, A, B, C, k I R, K> 0, k > 0, x = ( x 1, x 2) I 8 < R
2
, # 是 8 的边界, u, f ( t ) = f ( x ,

t ) 是满足一定条件的复值函数# 我们将证明该方程一致吸引子的存在性,并给出它的维数估

计# 

1  预 备知 识

我们首先引进复的 Sobolev空间# 我们用 �X , �Y, ,, 表示函数空间 X , Y , ,的复化空间,用

(#, #) 和 |#| L 2( 8 )分别表示L
2
( 8 ) 或�L 2( 8 ) 的内积和范数, 用 # , + # +分别表示H

1
0( 8) 或

�H 1
0( 8 ) 的内积和范数# 因此对 u = u1+ iu2, v = v1 + iv2,如果 u, v I L

2
( 8 ) ,则
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  ( u, v) = ( u1, v1) + ( u2, v2) + i ( u2, v2) - ( u1, v2) ,

  | u | L2 = ( u, u )
1/ 2

= | u1 |
2
L
2+ | u2 |

2
L
2 ;

如果 u, v I �H 1
0( 8) , 则

  ( ( u , v ) ) = E
n

i= 1
(D iu, D iv ) , +u + = ( ( u, u) )

1/ 2# 

对( 1) ~ ( 3)的数学背景,我们选

  H = �L
2
( 8 ) , V = �H

1
0( 8) ,

  D (A) = �H 1
0( 8 ) H �H 2

( 8 ) ,   这里 Au = - $u# 

现在回顾一下下面要用到的一些定义和结果
[ 5]# 考虑一个 Banach空间 E 和 E 上的双参

数算子族:

  U( t , S) : E y E ,   t \ S, S I R# 

定义 111  E 上的一个双参数算子族 U( t , S) 称为一个发展系统(参见[ 7] ) , 如果下列两

个条件成立:

1) U( S, S) = I (单位算子) ;

2) U( t , s) . U( s, S) = U( t , S) , P t \ s \ S, S I R# 

我们考虑一族依赖于某个泛函参数 R I 2的发展系统UR( t , S)# 其中集合 2称为符号空

间,假定它为完备的度量空间# 我们用 B( E) 表示 E 中所有有界集合的全体# 

定义 112  一族发展系统 UR( t , S) , R I 2 称为一致有界(关于 R I 2) ,如果对任意的

B I B( E) ,有 G
RI 2

G
SI R

G
t \S
UR( t , S) B I B# 

定义 113  称一个集合 B0 < E对一族发展系统 UR( t , S) , R I 2 是一致吸收的(关于 R

I 2) , 如果对任何 S I R和任何 B I B都存在一个T = T ( S, B ) ,使得 G
RI 2

UR( t , S) < B0, P t

\ T# 

定义 114  称一个集合 P < E 对一族发展系统 UR( t , S) , R I 2 是一致吸引的(关于 R

I 2) , 如果

  lim
t y+ ]

sup
RI 2

distE( UR( t , S) B, P ) = 0,   PS I R, B I B( E )# 

一族具有一个一致紧吸收集的发展系统被称为是一致紧的; 一族具有一个一致紧吸引集

的发展系统被称为是一致渐近紧的# 显然,一族一致紧的发展系统一定是一致渐近紧的# 

定义115  一个闭集 A2 I E被称为是一族发展系统的一致吸引子(关于 R I 2) ,如果它

是一致吸引的, 且被包含在该发展系统的任一闭的一致吸引集合 Ac中(最小性)# 

命题 116(见[ 5] )  设空间 E上的一族发展系统 UR( t , S) , R I 2 是一致(关于 R I 2 )

渐近紧的,且( E @ 2 , E ) _连续# 又设 2是紧的度量空间, T ( t ) 是 2上的一个连续不变半

群( T ( t ) 2 = 2 ) ,满足

  UR( t + s, S+ s) = UT( s) R( t , S) ,   P R I 2, t \ S, S I R, s \0# 

则, 对应于这族发展系统 U2( t , S) , R I 2且作用在E @ 2上的半群 S ( t ) 存在一个紧吸引

子 A, A关于 S( t ) 是严格不变的: S( t ) A= A, P t \ 0# 进一步有:

( a) A2 = 0 1A是这族发展系统的一致吸引子;

( b) 02A= 2 ;

( c) A= UR I 2KR(0) @ R ;

( d) A2 = UR I 2 KR(0) ;
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这里 01和 02分别表示从 E @ 2 到E 和 2的投影# 

2  定 理与 证 明

定理 211  设 f ( t ) = f (#, t ) I Cb( R, H )# 则方程(1) ~ ( 3) 存在唯一的解 u,使

  u I Cb( [ S, + ] ) , H ) H L 2( ( S, T ) , V)   PT \ S

  uc= 5
5 tu(#, t ) I L 2( ( S, T ) , Vc)# 

该定理可以用类似于[ 3]中的方法加以证明,我们在此略去证明# 

211  能量估计
在方程( 1)的两边和 u取H 的内积并考虑方程的实部,我们获得

1
2

5
5 tQ8

| u |
2
dx + KQ8

| $ | u |
2
dx + kQ8

| u |
4
dx - CQ8

| u |
2
dx = ReQ8

f �udx ,

即有

1
2

5
5 t | u |

2
L
2 + K+u +2

+ k | u |
4
L
4 - C | u |

2
L
2 [ | u | L2 | f ( t ) | L2,

或

1
2

5
5 t | u |

2
L
2 + K+u +2

+ k | u |
4
L
4 - C | u |

2
L
2 [ | u | L2 | f (#) | C

b
( R, H )# 

这样,我们有

1
2

5
5 t | u |

2
L
2 + K+u +2

+ k | u |
4
L
4 - ( C+ 1) | u |

2
L
2 [ | f |

2
C
b
( R, H )# (4)

不失一般性,我们能假定 C> 0# 则有

k
2
s
4
- 2( C+ 1) s2 \- 2

k
C2   Ps I R, (5)

k
2Q8

| u |
4
dx - 2CQ8

| u |
2
dx \-

2
k
( C+ 1)

2
| 8 |   Pu I �L 4( 8 ) , (6)

利用上面不等式,从( 4)得到

5
5 t | u |

2
L
2 + 2K+u +2

+ k | u |
4
L
4 + 2( C+ 1) | u |

2
L
2 [

    2( C+ 1) 2

k
| 8 | + | f |

2
C
b
( R, H )# (7)

利用 Gronwall引理得

| u( t ) |
2
L
2 [ | u( S) |

2
L
2exp(- 2( C+ 1) ( t - S) ) +

    1
2( C+ 1)

2( C+ 1) 2

k
| 8 | + | f |

2
C
b
( R, H ) (1- exp(- 2C( t - S) ) )   P t \ 0, (8)

lim sup
t y ]

| u( t ) |
2
L
2 [ Q20, Q

2
0 =

1
2( C+ 1)

2( C+ 1) 2

k
| 8 | + | f |

2
C
b
(R, H ) # (9)

令 Qc2
0 = 2Q20# 假如 B 是H 中的一个有界集, B被包含在H 中以 0为中心半径为 R的某一个球

BH (0, R ) 中,那末当

t \ S+ 1
2( C+ 1)

lg R
2

Q20
= S+ 1

C+ 1
lg R
Q0

= tS( B, Q
c
0) ,

我们有

  | u( t ) | L2 [ Q
c
0 = 2Q0# (10)
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在( 7)中关于 t 从 t 到 t + 1积分, 并假定 u0 I B , t \ tS,其中 B、tS如上所述,则我们有

  2KQ
t+ 1

t
+u( s ) +2ds + kQ

t+ 1

t
| u( s) |

4
L
4d s + 2( C+ 1)Q

t+ 1

t
| u( s ) |

2
L
2ds [

      Q
c2
0 +

2( C+ 1) 2

k
8 + | f |

2
C
b
( R, H )# (11)

现在我们在( 1)的两边同乘- $�u ,在 8 上积分并取实部得

  1
2
5
5 t +u +2

+ K| $u |
2
L
2 - C+u +2

=

      Re ( k + iB)Q8
| u |

2
u$�udx - Q8

f $�udx [

      Re( k + iB)Q8
(̈ | u |

2
u) ¨�u dx + | f | L2 | $u | L2 [

      3( k 2+ B
2
)
1/ 2Q8

| u |
2
| ¨u |

2
dx + | f | C

b
( R, H ) | $u | L2 =

      I 1+ I2# (12)

用Sobolev嵌入和插值不等式,我们能得到

  | ü | L4 [ C1 +u +1/ 2
( | u |

2
L
2 + | $u |

2
L
2)
1/ 4
, (13)

这里 C1是一个仅依赖于 8 的常数# 这蕴涵( 12) 式中的 I1 不超过

  3C21( k
2
+ B2) 1/ 2 | u |

2
L
4 +u +( | u |

2
L
2+ | $u |

2
L
2)
1/ 2 [

      K
2
| $u | 2L2+

K
2
| $u | 2L2+ C2 | u |

4
L
4 +u +2

, C 2 =
9
2K
C
4
1( k

2
+ B2)# (14)

又显然

  I 2 = | f | C
b
( R, H ) | $u | L2 [ K

4
| $u |

2
L
2 +

1
K
| f |

2
C
b
(R, H )# (15)

结合不等式( 14)、( 15)和( 12) , 我们得到

  5
5 t +u +2

+
K
2 | $u |

2
L
2 [ 2( C+ C2 | u |

4
L
4) +u +2

+

      K| u |
2
L
2+

2
K | f |

2
C
b
( R, H) # (16)

通过利用一致的 Gronwall引理(见[ 3] ) ,其中

  y = + u +2
, g = 2( C+ C2 | u |

4
L
4) , h = K| u |

2
L
2+

2
K
| f |

2
C
b
( R, H ) , r = 1,

  a1 = 2C+
2C2
k

Qc2
0 +

2( C+ 1)
2

k
| 8 | + | f |

2
C
b
( R, H )  (由(11) ) ,

  a2 = KQ
c2
0 ,

  a3 =
1
2K

Q
c2
0 +

2( C+ 1) 2

k
| 8 | + | f |

2
C
b
(R, H )  (由( 11) )# 

我们得到

  +u +2 [ ( a3+ a2) exp( a1) ,   当 t \ tS+ 1, (17)

这里 u0 I B、tS = tS( B , Q
c
0) 如上所述# 

212  一致吸引子的存在性

定义 212  设 f ( t ) I Cb(R, H ) ,函数 f ( t ) 的壳 H( f ) 被定义为

  H(f ) = f ( t + h) = T( h) f ( t ) , h I R
C
b
(R, H )# 

( � ) 概周期的情形
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假定在( 1)中的 f ( t ) 是值在H 中的概周期函数# 又设 H( f )是 f ( t ) 在Cb( R,H ) 中的壳,

那末 H(f ) 在 Cb(R, H ) 中形成了一个紧集(见[ 5] )# 考虑这族 Cauchy问题:

  
5 u
5 t = ( K+ iA) $u - ( k + iB) | u |

2
u + Cu + g( t ) = Ag( t ) ( u) ,

g I H( f ) , u | t= S = uS# 
(18)

显然,对所有的 g I H(f ) ,问题(18) 存在唯一的解 u ( t ) ,并且估计(9)、(11) 和(17) 对同一常

数成立(因为此时 | g | C
b
( R, H ) = | f | C

b
( R, H ))# 这样, 问题(18) 对应着一族作用在 H 上的发展

系统 Ug ( t , S) , g I H( f )# 方程(18) 的函数符号 R是函数g ( x , t ) , g (#, t ) = R( t )# 符号

空间 21 是 H( f )# 

定理 213  设 f ( x , t ) 是时间 t的概周期函数, Ug ( t , S) , g I H(f ) = 21 是对应于问题

(18) 的发展系统# 那末, 这族发展系统存在一致吸引子 Aa# 

证明  为应用命题 116, 我们必须验证 Ug ( t , S) , g I H(f ) = 21是一致渐近紧及(H @

2, H ) _连续的# 

事实上,由( 17)、Sobolev 嵌入定理及上面的讨论,我们得到 Ug( t , S) , g I 21是一致紧

从而是一致渐近紧的# 

下面我们来验证 Ug ( t , S) , g I 21的(H @ 2 ,H ) _连续性# 考虑两个符号 g
( 1) 和 g

( 2)

以及问题(18) 初值分别为 u
( 1)
S 和u

(2)
S 的解u

( 1)
, u

(2)# 记

w ( t) = u
(1)
( t ) - u

( 2)
( t ) = Ug

(1) ( t , S) u (1)S - Ug( 2) ( t , S) u
( 2)
S , q = g

(1)
- g

( 2)# 

函数 w ( t) 满足方程:

5w
5 t - ( K+ iA) $w + ( k + iB) ( | u

(1)
|
2
u
( 1)

- | u
( 2)

|
2
u
(2)
) - Cw = q# 

对方程取内积并考虑实部得

1
2

5
5 t | w |

2
L
2 + K+w +2

- C| w |
2
L
2 +

    Re( ( k + iB) ( | u ( 1) | 2u (1) - | u
(2)

|
2
u
(2)
, w ) ) = Re( q , w )# (19)

注意到

Re( ( k + iB) ( | u ( 1) | 2u (1) - | u
(2)

|
2
u
(2)
, w ) ) =

    Re( ( k + iB) ( | u ( 1) | 2w + ( | u
( 1)

|
2
- | u

(2)
|
2
) u

(2)
, w) ) \

    kQ8
| u

(1)
|
2
| w |

2
dx - ( k

2
+ B

2
)
1/ 2Q8

| u
( 2)

| ( | u
( 1)

| + | u
( 2)

| ) | w |
2
dx \

    - ( k
2
+ B2) 1/ 2

( k
2
+ B2) 1/ 2

4k
+ 1 Q8

| u
( 2)

|
2
| w |

2dx =

    - C3Q8
| u

(2)
|
2
| w |

2dx \- C4 | u
(2)

|
2
L
4 | w |

2
L
4 \

    (注意不等式 | u |
2
L
4 [ | u | L2 +u +) \

    - C4 | u
(2)

|
2
L4 | w | L2 +w + \

    -
K
2

+w +2
+

C4

2K
| u

(2)
|
2
L
4 | w |

2
L
2 # (20)

又,

  Re( q , w ) [ | q | L2 | w | L2 [ 1
2 | q |

2
L
2+

1
2 | w |

2
L
2# (21)
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结合( 20)和( 21) , 我们从( 19)得

5
5 t | w |

2
L
2 [ C4

K
| u

(2)
|
4
L
4+ 2C+ 1 | w |

2
L
2 + | q |

2
L
2, (22)

从而,我们有

| w( t ) |
2
L
2 [ | w ( S) |

2
L
2+ Q

t

S
| q ( s) |

2
L
2ds expQ

t

S

C4
K
| u

(2)
( s ) |

4
L
4 + 2C+ 1 d s# (23)

又在( 7)中让 u = u
(2)
,并关于 t从 S到 t积分得

2KQ
t

S
+u

(2)
( s) +2ds + kQ

t

S
| u

(2)
( s ) |

4
L
4ds + 2( C+ 1)Q

t

S
| u

( 2)
( s ) |

2
L
2ds [

    | u
(2)
( S) | 2L2 + ( t - S) 2( C+ 1)

2

k
| 8 | + | f |

2
C
b
(R, H ) # 

这蕴涵着

  Q
t

S
( | u

(2)
( s) |

4
L
4 + 2C+ 1)ds [ K , (24)

这里 K 是一个仅依赖于 t , S和u
(2)
S 的常数# 我们同时有

  Q
t

S
| q ( s) |

2
L
2ds [ ( t - S) | q |

2
C
b
( R, H )# (25)

由于( 24)和( 25) , 我们从( 23)得

| u
( 1)
( t ) - u

(2)
( t ) |

2
L
2 [ ( | u

(1)
S - u

(2)
S |

2
L
2 + ( t - S) | g (1)

- g
( 2)

|
2
C
b
( R, H) ) e

K# 

这样,这族发展系统 Ug ( t , S) , g I H( f ) , 是(H @ 21,H ) _连续的# 这样我们完成了定理

的证明# 

( � ) 拟周期的情形

当( 1)中的 f ( t ) 是时间 t的取值于H 的拟周期函数时, 它有形式:

  f ( t ) = U( A1 t , A2 t , ,, Amt ) = U( X1( t ) , X2( t ) , ,, Xm( t ) ) ,

这里 U关于每个变量 Xi 是周期为 2P的周期函数,即

  U( X1, ,, Xi + 2P, ,, Xm) = U( X1, ,, Xi , ,, Xm) ,

i = 1, ,, m , Xi ( t ) = Ait , Ai I R, Ai 为有理无关的数# 假定 U( X) , X= ( X1, ,, Xm) 是定

义在 m_维环T
m
上取值在H 中的连续函数, U I C(T

m
,H )# 因此,函数 f ( t ) 的壳 H(f ) 为:

  U( At + X0) , X0 I T m
= H( f )# (26)

由于存在从 T
m
到 H( f ) : X0 y U( At + X0) 的连续映射,我们现在可以用符号空间 22 =

Tm 来代替 H(f )# Tm上的平移群T ( h) X0= [ X0+ Ah] = ( X0+ Ah) (mod 2P) m对应 H(f ) 上

的平移群# 

我们考虑下列 Cauchy问题:

  

5 u
5 t = ( K+ iA)$u - ( k + iB) | u |

2
u + Cu + U( x , X( t ) ) =

  A ( u, X( t ) ) ,

u | t= S = uS,   uS I H , t \ S, S I R# 

(27)

这里 X( t ) = [ At + X0] , X0 I Tm
, A= ( A1, ,, Am)# 由定理211,对任意的 X I Tm

, 问题(27)

有唯一的解 u ( t ) = UX
0
( t , S) uS# 因此, 对应于(27) 的这族发展系统 UX

0
( t , S) , X0 I T

m
,

产生了H @ Tm 上的半群 S ( t ) , S ( t ) : H @ Tm y H @ Tm
:
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S ( t ) ( u0, X0) = ( UX
0
( t , 0) u0, [ At + X0] ) , u0 I H , X0 I T m

, t \ 0# (28)

显然, S( t ) 可由下列自治的动力系统

  
5 tu = A( u , X) , 5 t X = A,

u | t= 0 = u0, X | t= 0 = X0, u0 I H , X0 I Tm# 
(29)

或简单地由

  
5 ty = M( y ) , y | t = 0 = y0,

y = ( u , X) I H @ Tm
, M ( y ) = ( A ( u, X) , A)

(30)

产生# 用和定理 213类似的方法,我们能证明:

定理 214  设 U( x , X( t ) ) 是时间 t 的拟周期函数: U( x , X) I C(T
m
, H ) , UX

j
( x , X) I

C (T m
,H ) ; UX( t , S) , X I T m

= 2 是与(27) 对应的一族发展系统# 那末,这族发展系统

UX( t , S) , X I Tm 存在一致吸引子 Aq# 

下面,我们给出 Aq 的维数估计# 

首先,我们把( 29)写为:

  
5 tu = ( K+ iA) $u - ( k + iB) | u |

2
u + Cu + U( x , X) , 5 t X= A,

u | t= 0 = u0, X | t= 0 = X0,   u0 I H , X0 I Tm# 
(31)

或简写成( 30)的形式,其中

  
M( y ) = ( ( K+ iA) $u - ( k + iB) | u |

2
u + Cu + U( x , X) , A) ,

y = ( u , X)# 
(32)

设 Sc( t , y 0) (M0, L) = (M( t ) , L) 满足下列变分方程:

  

5 tM= ( K+ iA) $M- ( k + iB) | u |
2M+ 2uRe(�uM) +

   CM+ U
c
X( x , X( t ) ) L,

5 t L= 0,

L= ( L1, ,, Lm) I R
m
, M= M( x , t ) = M( t )# 

(33)

或简写为:

  5 tz = Mc( y ( t ) ) z ,   z | t= 0 = z 0, z = (M, L)# 

这里 y ( t ) = ( u( t ) , X( t ) ) , u( t ) = UX
0
( t , 0) u0, X( t ) = [ At + X0] 是(31) 的一个解,

Mc( y ( t ) ) z = ( ( K+ iA)$M- ( k + iB) | u |
2M+ 2uRe(�uM) + CM+ Uc

X( x , X( t ) ) L,0)# 

首先,让我们估计Re( Mc( y ( t ) ) z , z ) 如下:

Re(Mc( y ( t ) ) z , z ) = - Re( K+ iA) +M+2
-

    Re( k + iB)Q8
| u |

2
M+ 2uRe( uM) �udx + C| M|

2
L
2+ Q8

( U
c
X L)�Mdx [

    - K+M+2
- kQ8

| u |
2
| M| 2dx + 2Q8

Re(�uM) BIm( u�M) - kRe( u�M) dx +

    C| M| 2L2 +
b
2
< | M| 2L2+

1
2b
<L2 [

    由于Q8
BRe(�uM) Im( u�M)dx [ | B |Q8

| u |
2
| M| 2dx [

    - K+M+2
- ( k - 2 | B | )Q8

| u |
2
| M| 2dx + C| M| 2L2 +

b
2
< | M| 2L2 +

1
2b
<L2,

(34)
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这里 u = u( t , y0) , y 0 I A( A为 S ( t ) 对应于 UX( t , S) , X I T m的吸引子) , MI V, L I R
m
,

b > 0, b 是一个任意正数,

  < = sup
X I Tm

| <
c
X(#, X) | L2 = sup

XI Tm
E
m

j= 1
| <

c
Xj (#, X) | L2

1/ 2
# (35)

令

  (M1z , z ) = (L1M, M) + (L2L, L) , (36)

  L1M= K$M- ( k - 2 | B | ) | u |
2M+ C+

b
2
< M, L2L= GIm L, G=

1
2b
<,

Im是 R
m上的单位算子# 那末,算子M1是分块算子: M1 =

L1 0

0 L2
# 它的特征函数是: F( 1)

= ( Wi , 0) 及 F
(2)

= (0, Ni ) ,这里 Wi 是H 中算子 L1(L1 = KiW i , Wi I V, Ki y- ] ( i y ] ) )

的垂直的特征向量; Nj 是 R
m
, j = 1, ,, m 中的任一组垂直基, 同时为L2(L2Nj = GNj ) 的一组

特征向量# 设分块算子 M1的 d 个最大特征值排列为:

  Kd- m [ , [ Kl
0

[ G [ , [ G [ Kl
0
- 1 [ , [ K1# (37)

假定 d 较大# 这样, 我们对(M1M, M) 用(36) 得:

  E
d

j= 1
(M1Fj , Fj ) = - KE

d- m

j= 1
+Wj +2

- ( k - 2 | B | )Q8
| u |

2 E
d- m

j= 1
| Wj |

2dx +

      C+
b
2
< E

d- m

j= 1
| Wj |

2
L
2 +

1
2b
<E

m

j= 1
N2j =

      - KE
d- m

j= 1

+Wj +2
- ( k - 2 | B | )Q8

| u |
2 E
d- m

j= 1

| Wj |
2dx +

      C+ b
2
< ( d - m) +

1
2b
<m [

      - KE
d- m

j= 1
+Wj +2

+ 2 | B|Q8
| u |

2 E
d- m

j = 1
| Wj |

2
dx +

      C+
b
2 < ( d - m) +

1
2b<m# (38)

这里 Fj 是算子M1与特征值(37) 对应的特征向量# 把Lieb_Thirring 不等式( [ 3] ) 用于特征函

数 Wj
d- m
j = 1 ,我们得到:

  E
d- m

j= 1

+Wj +2 \ C5Q8
( Q( x ) ) 2dx = C5 | Q|

2
L
2 , Q( x ) = E

d- m

j= 1

| Wj ( x ) |
2# (39)

现在,我们有

  d - m = Q8
Q( x )dx [ | 8 | 1/ 2 | Q| L 2, | Q| 2L2 \ ( d - m)

2

| 8 |
# (40)

又由HÊ lder不等式

  2 | B|Q8
| u |

2
| Q| dx [ 2 | B| | u |

2
L
4 | Q| L 2, (41)

( 38)式右边不超过

- KC 5 | Q|
2
L
2 + 2 | B | | u |

2
L
4 | Q| L2 + C+

b
2 < ( d - m) +

1
2b<m [

    -
KC 5

2 | Q|
2
L
2+ 2 | B |

2
K
- 1
C
- 1
5 | u |

4
L
4+ C+

b
2 < ( d - m) +

1
2b<m [

    (用(40) ) [
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    -
KC5

2 | 8 | ( d - m )
2
+ | B |

2
K
- 1
C
- 1
5 | u |

4
L
4 | + C+

b
2 < ( d - m) +

1
2b<m# 

因此

  1
TQ

T

0 E
d

j= 1

(M1Fj , Fj ) ds [

      -
KC5

2 | 8 | ( d - m )
2
+ 2 | B |

2
K
- 1
C
- 1
5 # 1

TQ
T

0
| u ( t ) |

4
L
4ds +

      C+
b
2
< ( d - m) +

1
2b
<m# (42)

考虑对( 7)式关于 t 从 0到 T 积分得

  �q S lim sup
T y ]

sup
y
0

I A

1
TQ

T

0 E
d

j= 1

(M1Fj , Fj )ds [

      -
KC5

2 | 8 |
( d - m )

2
+ 2 | B | 2K- 1C- 15 k

- 1 2( C+ 1) 2

k
| 8 | + <21 +

      C+
b
2
< ( d - m) +

1
2b
<m =

      -
KC5

2 | 8 |
( d - m )

2
+ C6K

- 1
C
- 1
5 + C+

b
2
< ( d - m) +

1
2b
<m, (43)

这里   <
2
1 = sup

XI Tm
| U(#, X) | 2L2, C6 = 2 | B |

2
k
- 1 2( C+ 1) 2

k
| 8 | + <

2
1 # 

这是一个关于 ( d - m) 的二次三项式,它是负的, 只要 d - m 大于它的正根:

( C+ ( b</ 2) ) + ( C+ ( b</ 2) )
2
+ (4( KC5/ 2 | 8 | ) ) ( C6K

- 1
C
- 1
5 + <m/ 2b)

KC5/ | 8 |
# (44)

显然,这只须

d - m >
| 8 | <
KC5

b +
| 8 | <m
KC5

b
- 1/ 2

+
2C| 8 |
KC5

+
1
KC5

2C6 | 8 | # (45)

回顾一下 b 是一个任意正参数,故取 b =
3

KC5m/ 4 | 8 | <# 则当

d > m +
| 8 | <
KC5

2/ 3

m
1/ 3

+
| 8 | <
KC5

2/ 3

(2m) 1/ 3+ 2C| 8 |
KC5

+
1
KC 5

2C6 | 8 |

时,我们有 �q < 0# 因此, 我们有

dimAq [ dimA [ m +
| 8 | <
KC5

2/ 3

m
1/ 3

+
| 8 | <
KC5

2/ 3

(2m)
1/ 3

+

    
2C | 8 |
KC5

+
1
KC5

2C6 | 8 | = C

这里[ x ] 表示严格小于 x 的最大整数# 

综上所述, 我们有

定理 215  在定理214的假定下,对应于( 27)的发展系统的一致吸引子有有限的Hausdorff

维数 dimAq ,

  dimAq [ C,

这里 C 是前述常数# 
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