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摘要:  运用单影响函数的双尺度直接相互作用原理(简称 TSDIA )研究了湍流中广泛存在的动量、

标量、能量的逆梯度输运现象, 得到了可定性描述动量、标量及能量逆输运的模型表达式# 然后运

用惯性子区的理论对所得结果进行了简化, 在计算中对标量与动量采用了不同的时间尺度,同时

仅引入了动量的低波数截断 km# 所得结果对于低阶的情形与前人的结果一致# 最后利用所得结

果分析了非对称槽道流与圆柱尾流中出现的动量、被动标量及湍能的逆梯度输运现象# 
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引   言

湍流是一个非线性的随机过程,它的一个基本的特征就是具有比层流更强的输运作用# 

一般而言这种输运总是顺梯度的,即湍流引起的动量、标量、湍能的输运沿着平均速度或温度

(浓度)、能量减小的方向进行的# 这是与物理学傅立叶定律一致的, 并且早期描述湍流输运的

模型也是建立在这假设之上的# 如在工程实际中经常采用的 k_E模型,其中对雷诺应力的模

化采用如下的梯度形式:

  R
AB
= - 3uAuB4= -

2
3
kDAB+ Me

5UA

5xB
+
5UB

5xA
# (1)

类似地,对标量、能量的模化一般有:

  H
A
= - 3uAH4 = Jt

5 (
5xA

, (2)

  J
A
= -

1
2 3uAuBuC4+ 3puA4 W Mt

5K
5xA

# (3)

但是在实验及工程实际中往往发现存在着逆梯度输运现象
[ 1]

(简记为 CGF)# 如果充分发

展的非对称渠道流中,Hanjalic和Launder
[ 2]
发现在中心区存着一个区域,其中 3uv4与5U5y 的符

号相同# 这就意味着这在此区域内动量是逆梯度输运的# 同时在壁面区存在着能量的逆梯

度输运现象# Sreenivasan
[ 3]
在圆柱尾流中也发现了热量的逆梯度输运现象# 这样按照上述模
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式存在逆梯度输运的区域内 Me , Je, Jt均应为负值 ,但这是缺乏物理意义的# 因而上述模式不

能正确反映逆梯输运现象# 

逆梯度输运现象的产生原因及其机理目前仍不是很清楚,目前的研究仅表明:湍流中大尺

度涡的存在是导致逆梯度输运现象出现的一个很重要原因# 由于大涡是强烈各向异性的,它

的衰减时间极长,往往经过运流或扩散达到很远的距离后才会消失# 而上述模式由于采用梯
度型输运的概念,体现的是局部的性质, 不能合理地描述大涡的强记忆特性, 因而不能反映复

杂流动中存在的逆梯度输运等特点# 考虑到大涡的强烈的各向异性性,期望多点封闭模式能

合理地描述逆梯度输运现象是自然而然相法# 需要指出的是, 尽管微分应力模型( RSM)中对

扩散项的模化仍旧采用的是梯度型扩散的假定,但是 RSM 却可以很好地反映动量的逆梯度输

运现象# 众所周知, 现有的模式理论从本质上来说是一种唯象的方法,封闭依据的往往是敏锐

的物理直觉而非严格的数学证明# 但是模式理论在工程实际中取得的巨大成功促使人们去更
深入地考虑、发掘其模化的理论基础# 另外, 如果由湍流分析理论能够导出与唯象模式理论成

功之处相同的结果, 那么理论发展的方向也是正确的( Leslie[ 4] )# 在 Kraichnan[ 5]的直接相互作

用原理(简称 DIA)方面, Yoshizawa[ 6]做了有意义的尝试# 他将直接相互作用原理与多重尺度

法结合,同时根据平均场与脉动场特征尺度的不同引入了两尺度的直接相互作用原理(简记为

TSDIA) ,从而使得仅停留于理论意义上的 DIA可以应用到具体实际中来# 值得指出的是:依

据此理论得出的雷诺应力的表达式可以定性地反映湍流中动量的逆梯度输运现象# 然而在

TSDIA中高阶速度分量是不满足连续性条件的,因此 Yoshizawa
[ 6]
引入了两个影响函数# 但是

这却导致了所理的模型参数与实验值存在较大的偏差# Hamba
[ 7]
的研究表明, 通过一个变换

在TSDIA中只需引入一个影响函数即可使得高阶速度分量满足连续性条件# 之后 Shimomu-

ra[ 8]运用单个影响函数的 TSDIA 在分析雷诺应力、标量通量的扩散项时得到了优于 Yoshiza-

wa[ 9]的结果# 

本文的目是运用单影响函数的TSDIA将雷诺应力的涡粘模型、被动标量的涡扩散模型、湍流

输运模型进行改进,建立能合理地反映逆梯度输运的模型# 本文首先给出基本方程,然后给出计

算结果# 之后运用惯性子区的理论对所得结果进行了简化# 最后用得到的模型分别对渠道流、

尾流进行分析,进而对其中出现的动量、被动标量及湍流的逆梯度输运现象进行了分析# 

1  基 本方 程

假设湍流是不可压缩的, 并且标量为被动标量# 
脉动速度、温度、压力、湍能平衡方程与连续性方程分别为:

  5 uA

5t + U
A5 ua

5xA
+ u

a 5UA

5x a
+

5
5x a

( u
a
u
A
+ R

aA
) = -

5p
5xa

+ M 52
u
A

5 xa5xa
, (4)

  5H
5 t + U

A 5H
5xa

+ u
a 5T
5x a

+ u
a 5H
5xa

=
5
5xa

J
5H
5x a

- H
a
, (5)

  52p
5xa5x a

= -
5

5x a5x b
( u

a
u
b
+ R

ab
) -

5Ub

5xa
5 ua

5xa
, (6)

  5
5 tk + Uk

5k
5xk

= -
5
5x l

u i
p
Q
+

q
2

2
- uiuj

5Uj
5xi

+

      M 5
5xi

uj
5u i
5xj

+
5 uj
5x i

- M
5 ui
5xj

+
5uj
5xi

5uj
5xi

, (7)

  5uA/5 xa = 0# (8)
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其中 R
ab
= - 3uaub4, H a

= - 3uaH4# M, J, p分别为流体运动学粘度, 标量的分子扩散系数及动

压# 

2  用单影响函数TSDIA计算雷诺应力、标量通量与雷诺应力的扩散项

此处运用的单影响函数的TSDIA是满足速度单值性条件的# TSDIA的主要步骤可参见文

献[ 6] [ 8] # 我们直接给出计算结果# 

通过单影响函数的TSDIA,我们可以得到雷诺应力、标量通量及湍能扩散项的表达式, 即

  3uAuB4= E
3

n = 0
Dn E

n

i= 0
u
A
i u
B
n- 1,  3uAiuBj 4 = Qk

3uAi ( k ) uBj (- k )4/ D(0) ,

  3uAH4= E
3

n= 0
D
n E

n

i= 0
u
A
iH,  3uAiH4= Qk

3uAi ( k ) H(- k )4/ D(0) ,

  3uAuBuC4= E
3

n = 0

Dn E
n

i, j= 0

u
A
i u
B
j u

C
n- i- j ,

  3uAiuBjuCn- i- j4= QQQk , p , q
D( k - p - q)3uAi (- k) u

B
j ( p ) un- i- j ( q)4/ D(0) ,

  3uAp4= E
3

n= 0

Dn E
n

i= 0

u
A
ip
B
,  3uAip4= Qk

3uAi ( k) p4/ D(0)# 

由速度单值性条件知,上式的计算可以转化为

  3MAiMBj 4 = Qk
< MAi ( k)M

B
j (- k ) > / D(0) ,  3vAiH4= Qk

3vAi ( k) H(- k )4/ D(0) ,

  3MAiM
B
jM
C
n- i- j4 = QQQk , p , q

D( k - p - q )3MAi (- k )M
B
j ( p )M

C
n- i- j ( q)4/ D(0) ,

  3MAip4= Qk
3vAi ( k ) p4/ D(0)

的计算问题# 将 3vAivBj 4,3vAiH4的结果再分别代入到3uAi uBj 4, 3uAiH4中可得

  R
AB
= - 3uAuB4= E

3

n = 0
R
AB
n # (9)

其中 R
AB
0 = -

2
3
KDAB¢RAB1 = Mee

AB
,  R

AB
2 = - E

3

m= 1
Sm s

AB
m -

1
3
s
aa
mD

AB
- S4

De
AB

Dt
,

  R
AB
3 = S3

52

5x a5x a
e
AB
+ S6 s

AB
4 + S7s

AB
5 ,

  K = 4P( g 1- g2) +
4P
3
g4+

8P
15
g6 s

aa
1 +

8P
15
g6 s

aa
2 ,

  Me = 16P
15

g3-
8P
15

( g5 + 2g7+ 2g8) ,  S1 = 8P
35

g4+
16P
35

g 6,

  S2 =
16P
35

g4-
128P
105

g6,  S3 = -
32P
105

g4+
32P
21

g 6,  S4 = 16P
135

g6,

  S5 = 8P/ 5 g 9,

  S6 = 8P/ 15 g7S7 = 17P/ 915 g8,

  e
AB
=

5UA

5xB
+
5 UB

5xA
,  s

AB
1 =

5 UA

5x a
5UB

5x a
,  s

AB
2 =

1
2

5UA

5xa
5Ua

5xB
+
5Ua

5xA
5UB

5xa ,

  s
AB
3 =

5Ua

5xA
5Ua

5xB
,  s

AB
4 =

5Ua

5x a
5UB

5xb
5 Ua

5xb
,  s

AB
5 =

5UA

5xb
5 UB

5x a
5Ua

5x b
# 

(10)

其中
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g1 = Q
]

0
k
2
Q( k; t , t )dk,  g2 = Q

]

0
k
2
dkQ

t

- ]
G( k ; t , t )

DQ( k; t , t 1)

Dt
dtc,

g3 = Q
]

0
k
2dkQ

t

- ]
G ( k; t , t 1) Q( k; t , t1)dt 1,

  g4 = Q
]

0
k
2dkQ

t

- ]
G ( k; t , t 1)dt 1Q

t

- ]
G ( k; t , t 1) Q( k; t 1, t 2)dt2,

g5 = Q
]

0
k
2
dkQ

t

- ]
G ( k; t , t 1)dt 1Q

t

- ]
G ( k; t , t 1)

D
Dt
Q( k ; t1, t 2)dt 2,

g6 = Q
]

0
k
2dkQ

t

- ]
G ( k; t , t 1)dt 1Q

t

- ]
G ( k; t 1, t 2) Q( k ; t , t 2)dt 2,

g7 = Q
]

0
k
2dkQ

t

- ]
G ( k; t , t 1)dt 1Q

t

- ]
G ( k; t 1, t 2)

D
Dt
Q( k ; t , t 2)dt 2,

g8 = Q
]

0
k
2dkQ

t

- ]
G ( k; t , t 1)dt 1Q

t

- ]
G ( k; t , t 2)

D
Dt
Q( k ; t1, t 2)dt 2,

g9 = Q
]

0
dkQ

t

- ]
G ( k; t , t1)Q( k; t , t1) dt1# 

( 11)

3uAiH4= Je
5 (
5xA

+ J1
5Ub

5xa
5Ub

5 xa
5 (
5x a

+ J2
5Ub

5 xa
5Ub

5x a
+
5Ub

5x a
5Ua

5x b
52 (

5xA5xA
+

      J3
5 Ub

5x a
5Ub

5xa
+
5Ub

5x a
5Ua

5xb
+
5Ub

5xa
5Ua

5xb
5 Uc

5 xc
53 (

5xd5xd5xA
# (12)

其中:

Je = -
8P
3Q

t

- ]
dt 1Q

]

0
k
2
dkGH( k ; t , t 1) Q( k; t , t 1) -

    2P
9
MQ

t

- ]
dt 1Q

t

- ]
dt 2Q

]

0
k
2dkG ( k ; t1, t 2) GH( k ; t , t 2) @

    
52Q( k; t 1, t 2)

5y 2 +
4P
45Q

t

- ]
dt 1Q

t

- ]
d t2Q

]

0
k
2dkG( k ; t 1, t2) @

    GH( k; t , t2)
5
5y G ( k; t 1, t 2)

5Q( k ; t , t 2)
5 y +

    2P
45Q

t

- ]
dt 1Q

]

0
k
2dkGH( k ; t , t 1)

52
Q( k; t , t2)

5y +
8P
45
MJQ

t

- ]
dt 1Q

t

- ]
dt2Q

]

0
k
4dk @

    5
5y GH( k ; t1, t 2)Q

t
2

- ]
dt 3G( k ; t 2, t3)

5H( k ; t2, t 3)
5y +

    8P
45
JQ

t

- ]
dt 1Q

t
1

- ]
dt 2Q

]

0
k
2dkGH( k; t , t1)

5
5y GH( k ; , t 1, t 2)

5Q( k ; t , t 2)
5y

-

    2P
3
JQ

t

- ]
dt 1Q

]

0
k
2dk

52
Q( k ; t , t 1)

5y 2 GH( k; t , t 1) -

    32P
45

M2Q
t

- ]
dt 1Q

]

0
k
4dkGH( k ; t , t 1)

1
2

5G ( k; t , t 1)
5y

5Q( k ; t , t 1)
5 y +

    1
2
G( k ; t , t 1)

52
Q( k ; t , t1)

5y 2 , (12a)c

J1 =
4P
315Q

t

- ]
dt 1Q

t

- ]
dt2Q

t
2

- ]
dt 3Q

]

0
k
2dkG ( k ; t , t1) GH( k; t , t 2) G( k ; t 2, t3) Q( k ; t1, t 3) +

    32P
105Q

t

- ]
dt 1Q

]

0
k
2dkG ( k; t , t 1) GH( k ; t , t 2) G( k ; t , t 1) Q( k ; t , t 1) , (12b)c
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J2 =
8P
45
JMQ

t

- ]
dt1Q

t

- ]
dt 2Q

]

0
k
4dkGH( k , t , t 1)

5
5y @

    GH( k ; t1, t 2)Q
t
2

- ]
dt 3G( k ; t 2, t3) @ 5

5 yQ( k; t 2, t 3) +

    8P
45
JQ

t

- ]
dt 1Q

t

- ]
dt 2Q

]

0
k
2dkGH( k, t , t1)

5
5y GH( k ; t1, t 2)

5
5 yQ( k; t , t 2) , (12c)

J3 =
P
9
JQ

t

- ]
dt 1Q

]

0
k
2dkGH( k , t , t 1)

52

5y 2 Q
t
1

- ]
dt 2GH( k ; t1, t 2) Q( k ; t , t 2) # (12d)c

3uAiuBj uCn- i- j4 = D
BCQQQk> k

M
, p> k

M
, q> k

M

D( k - p - q )B 1Q
t

- ]
G(- k; t , t 1) @

    
5
5xA

Q( p ; t , t 1) Q( q ; t , t 1)dt1 + ( A+ B) + ( A+ C) +

    DABQQQk> k
M
, p> k

M
, q> k

M

D( k - p - q ) B2Q
t

- ]Q
t

- ]
dt 2G(- k ; t , t 1) @

    
DQ( p ; t , t 2)

Dt

5Q( q ; t , t2)
5xC

dt 1+ ( A+ B) + ( A+ C) @

    DBCQQQk> k
M
, p > k

M
, q> k

M

D( k - p - q) B1Q
t

- ]
G (- k ; t , t 1) +

    5
5xA

Q( p ; t , t 1) Q( q ; t , t 1)dt1 + ( A+ B) + ( A+ C) , (13)

其中,

B1 =
1
15
(1 - 2x2 - 5y 2

- 6z 2- 7xy2z ) ,  B2 =
1

105
(2xy - 3y 2

z + 14xyz ) ,

B3 = -
4

315
(1+ y

2
- z

2
- 2xyz ) ,

3uAip4 = QQQk> k
M
, p> k

M
, q> k

M

D( k - p - q ) B4Q
t

- ]
G (- k ; t , t 1)

5
5xA

Q( p ; t , t 1) Q( q ; t ,

t1) / D(0)dt 1+ QQQk> k
M
, p> k

M
, q> k

M

D( k - p - q ) B5Q
t

- ]

5
5xA

G (- k ; t , t1)
D
Dt
Q( p ; t ,

t1) Q( q ; t , t 1) / D(0)dt 1 + D
ABQQQk> k

M
, p > k

M
, q> k

M

D( k - p - q ) B6Q
t

- ]Q
t

- ]
dt 2

5
5xB

G (- k ; t , t 1) @

5Q( p ; t , t2)
5x a

5Q( q; t , t 1)
5xa

/ D(0) dt1# (14)

B4 = -
1
3
(2 - 2y 2

- 2z 2+ xyz + 3xy 2
z
2
) ,

B5 =
1
9 (1 + 2y

4
- y

2
z
2
- 6x

2
z + 7xyz ) ,

B6 = -
17
105

( y - xy - xy
2
- 2z 2- 3x 2

y
2
z )# 

(15)

3  简   化

我们采用惯性子区域理论来对扩散项进行简化, 即将关联函数与影响函数用惯性区的形
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式来代替# 假定 Q( k ; t , tc) , G ( k ; t , tc) , QH( k ; t , tc) , GH( k ; t , tc) 具有如下形式:

  Q( k; t , tc) = <( k ) exp[- X( k ) | t - tc | ] , (16)

  G( k ; t , tc) = H( t - tc) exp[- X( k ) | t - tc | ] , (17)

  QH( k ; t , tc) = <H( k ) exp[- XH( k ) | t - tc | ] , (18)

  GH( k ; t , tc) = H( t - tc) ) exp[- XH( k ) | t - tc | ]# (19)

与Yoshizawa[ 6] , Shimomura[ 8]不同我们在( 18) , ( 19)中时间尺度并没有采用 X( k) 而是还原

为 XH( k)# 其中H( t ) 为单位阶梯函数,对速度场而言可得

  D( k) = DE2/ 3k- 11/ 3H( k - km) ,  X( k) = XE1/ 3k2/ 3# (20)

其中

  X = 0142,  R = 0112# (21)

计算可得 <H( k ) , XH( k ) 的表达式为如下:

  <H( k ) = 01089EHDE12/ 3k- 11/ 3
, XH( k) = 1167E1/ 3k 2/ 3# (22)

由以上计算可见,我们并没有引入标量的低波数截断 kH# 而 Yoshizawa
[ 6]
及 Shimomura

[ 8]

均在计算中引入了 km , kH# 然而需要说明的是 kH的引入是没有足够的理论依据的
[ 8]# 事实

上波数截断 km 的引入是为了消除响应函数积分的发散问题的# 从物理角度来说, 响应函数

积分的发散是由于直接应用EDIA时夸大了大涡对小涡的对流作用# 类似地, 文献[ 6]、[ 8] 中

引入 kH也是由于标量的响应函数积分的发散,但是引入 kH将会进一步消除大涡的对流作用# 

事实上,在计算中采用文献[ 8] 中引入的 km ,标量的响应函数在低波数端是收敛的, 因而在本

文中仅引入了 km# 

计算结果取到三阶, 最后得:

3uAiuBj uCn- i- j4+ 3uAip4= -
k
2

E
01067 3

5 k
5xA

DBC+ ( A\B) + ( A\C) -

    01019 5
k
E

5E
5xA

DBC+ ( A\B) + ( A\C) -

    k
E

01093 7
53 k

5xA5xB5 xC
+

53
k

5xA5xA5xA
DBC+ ( A\B) + ( A\C) # (23)

4  实例分析

11 对于完全发展的非对称槽道流[ 2]
而言, uM可以化简为

  - 3uM4 U Me
5U
5y + S5

53
U

5y 3 + S6
5U
5y

3

# (24)

易见此时我们的结果与 Yoshizawa[ 6]的略有不同, 即等式右端的最后一项是多出项(当然

g i的含义也略有不同)# 造成这种差别的原因在于Yoshizawa[ 6] 的计算过程中针对此流动做了

简化,而我们的计算适用范围稍微广泛一些# (稍后将对计算中所做的简化进行说明)# 等式

右端二、三项可以视为修正项# 易见此时 Me > 0, S5 > 0, S6 > 0

a1在中心区域内存在着动量的逆梯度输运区域,其中 3uM4与dU
dy
同号# 因此, 3uM4 = 0

与dU
dy

= 0的点是不重合的# 从式(24) 我们有:

当 dU
dy

= 0时,  - 3uM4 U S5
53
U

5y 3 X 0# (25)
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b1在粗糙壁面区存在着湍动能的逆梯度输运区域,在此区域内 k =
1
2

3u iui4与 1
2

3uiu iu24

是同号的# 由式(23) 可得:

  3uauau24= -
k
2

E
01332 5 k

5 y - 01098 7
k
E
5E
5y -

      01593 k
E
5E
5y - 01733

k
E
53
k

5y 3 +
53
k

5y 3 # (26)

易见当 dk
dy

= 0时,3uauau24 X 0# 

因而式( 24)、( 26)可以定性地反映动量、湍动能的逆梯度输运现象# 

21 对于文献[ 3]中的四组实验_均匀流动及非均匀流(圆柱尾流) , 此时有

  3u2H4 = Je
5 (
5y + J1

5U
5y

2 5 (
5y + J2

52 U
5y 2

52 (
5y 2 + J3

52
U

5y 2
53 (
5y 3# (27)

1) 对于均匀湍流
dU
dy

= 0,
dU
dy

= cons tant > 0,
dU
dy

= cons tant < 0 ,由上式易见3u2H4

= 0与5 (5 y = 0是重合的, 即标量通量是顺梯度输运的# 

2) 对于非均匀湍流 dU
dy

X cons tant ,由上式易见有3u2H4= 0与5 (5y = 0是不重合的,即

标量通量是逆梯度输运的# 因而式(27) 可以定性地反映标量的逆梯度输运现象# 

5  结论与讨论

本文运用单影响函数的TSDIA导出了雷诺应力及被动标量通量的表达式,并将所得结果

用以解释湍流中存在的逆输运现象# 在这里我们首先将所得结果与 Yoshizawa[ 6]进行比较# 

1) 对于雷诺应力的表达式, 本文所得结果与 Yoshizawa 的结果符合# 但是应注意的是本

文中仅引入了单个影响函数;

2) 在 Yoshizawa[ 9]有:

3uAH4= ck
k
2

E
r
- 2
,其中 r (表示与热壁的距离) 的引入为了说明湍流 Prandt le数对于 r 的依

赖性# 但是这却违反了被动标量的线性迭加原理# 在本文中运用了 Hamba[ 7]的结果, 使得速

度场满足连续性条件,所得结果是满足被动标量的线性迭加原理# 

湍流中的动量、标量与能量的逆梯度输运现象在自然界与工程实际中广泛存在# 目前而

言其发生、发展的机理仍然不是很清楚# 现有的模式理论中只有微分应力模型与一些非线性

模型能比较满意地描述动量的逆梯度输运现象# 但是其中各项的模化基本上采用的是唯象的

方法,缺乏严格的理论基础;同时需要指出的是在对扩散项的模化时仍旧采用的是梯度输运模

型,因而是不能合理地反映湍能的逆梯度输运现象的# 本文运用单影响函数的TSDIA 研究了

湍流中的逆梯度输运现象,分别得到了可反映动量、标量、能量逆梯度输运的模型表达式,为构

造能合理地反映逆梯度输运现象的湍流模式提供理论基础# 然后运用惯性子区的理论对所得

结果进行了简化,这里需要说明的是:由于假定惯性子区的下限延伸到了低波数端, 因而该简

化得到的结果在处理近壁面区的各向异性时并不可靠# 本文最后利用所得结果分析了槽道流

与尾流,对其中出现的动量、被动标量及湍流的逆梯度输运现象进行了定性的分析, 所得结果

与实验定性地符合# 如何将其定量化将是下一步的工作# 
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Models for the Counter_Gradient_

Transport Phenomena

JIANG Jian_bo,  LU Zhi_ming,  LIU Xiao_ming,  LIU Yu_lu

( Shanghai In stitute of Applied Ma them atics &Mechanics , Shan gha i

Un iver sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: The counter gradient transport phenomena on momentum, energy and passive scalar in tur-

bulent flows were studied by use of the single response function for TSDIA. As a result, models that

can describe qualitatively the phenomena are obtained. Then the results are simplifled by use of the

inertial range theory, and the results for lower degrees agree with results of predecessor. Finally the

counter gradient_transport phenomena in channel flow and circular wake flow are analyzed.

Key words: turbulence; counter_gradient_transport; TSDIA
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