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摘要 :  研究非扩张映象的耗散扰动问题# 并把所得结果应用于研究某些类型的非线性积分方程

解的存在性# 
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1  引言及预备知识

本文中处处假定 H 是一实Hilbert空间, 3#, #4表H 上的内积, P是H 中的锥# 借助于锥

P 在H 中引出偏序/ [ 0,即对任意给定的 x , y I H , x [ y 当而且仅当y - x I P# 

多值映象A : D (A) A H y 2H 称为增生的,如果

  3u - v, x - y4 \ 0,  Px , y I D (A) , u I Ax , v I Ay# 

如果A : D (A) A H y 2H 是增生的,则算子- A称为耗散的# 

近年来关于增生映象不动点的存在性问题被很多人讨论过(比如,见文[ 1~ 4] )# 

本文的目的是在实Hilbert空间H 的锥P中研究- A+ T型的映象不动点的存在性问题,其

中A: D(A) A P y 2P是一增生映象,而T: P y P是一非扩张映象# 在文末,我们还利用本文

结果研究 L
2
( 8 ) 中某些类型的非线性积分方程解的存在性问题# 

2  主 要结 果

在本节中我们处处假定

  (A+ I) (D (A) ) = P , (1)

其中A : D (A) A P y 2P 是一增生映象, I 是一恒等映象# 

关于满足条件( 1)的增生映象的某些性质,可参考文献[ 5, 6, 7] # 

我们有下面的结果

定理 211  设A: D(A) A P y 2P 是一增生映象且满足条件(1)# 设 8是H 中的一开有界

子集, H I 8 ,设T : P y P 是一非扩张映象# 如果下列条件满足:
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  x [/ Tx ,   Px I 5 8 H D(A) ,

则- A + T 在 D(A) 中存在不动点# 

证  对任一 0 [ kn < 1, kn y 1, knT : �8 H P y P是一kn_集压缩映象# 因 x [/ Tx , Px I

5 8 H D(A) ,故 knTx \/ x , Px I 5 8 H D(A)# 于是由[ 5] 中引理 1知, 不动点指数

  i(- A + knT, 8 H D(A) ) = 1,

故- A + knT 存在不动点 xn I 8 H D(A) , 即

  x n = ( I+ A) - 1knTx n# 

让 kn y 1, 则 x n 有一子序列 xm < x n , 使得 xm弱收敛于x
* # 令

  xK= (1- K) x
*
+ K( I+ A)

- 1
Tx

*
,   K I (0, 1)# 

因 ( I+ A)- 1 是非扩张的,故有

  3xK- ( I+ A)- 1TxK- [ xm - ( I+ A)- 1Txm ] , xK- xm4 \

      +xK- xm +2
- 3( I+ A) - 1TxK- ( I+ A) - 1Txm , xK- xm4# 

让 m y ] 得知

  +xm - ( I+ A)- 1Txm + = +( I+ A)- 1 kmTxm - ( I+ A)- 1Txm + [

      ( 1- km) +Txm + y 0,

从而有

  3xK- ( I+ A)- 1TxK, xK- x * 4 \ 0# 

于是得知

3(1- K) x
*
+ K( I+ A)

- 1
Tx

*
- ( I+ A)

- 1
T( (1- K) x

*
+ K( I+ A)

- 1
Tx

*
) ,

      K( I+ A)
- 1
Tx

*
- Kx

* 4 \ 0# (2)

在( 2)中先除以 K,然后记 Ky 0+ ,即得

  3x * - ( I+ A)- 1Tx * , ( I+ A)- 1Tx * - x * 4 \ 0# 

上式表明 x
*
= ( I+ A)- 1Tx * ,即 x

* 是- A + T 在 D (A) 中的一个不动点# 

定理证毕# 

定理 212  设A: D(A) A P y 2P 是一增生映象且满足条件(1)# 设 8是H 中的一有界开

集, H I 8,设 T: P y P 是一非扩张映象# 如果满足条件:

  +Tx + [ +x +,   Px I 5 8 H D(A) ,

则- A + T 在 D(A) 中存在不动点# 

证  对每一 kn : 0 [ kn < 1, kn y 1, knT 是一 kn_集压缩映象,且有

  +knTx + [ +Tx + [ +x +,   Px I 5 8 H D(T)# 

由[ 5]中定理 3, - A + knT 有不动点 x n I 8 H D(T )# 不失一般性可设 xn 弱收敛于x * ,当

kn y 1时, 于是由定理211的证明,可证 x
* 是- A + T 在 D (A) 中的不动点# 

定理证毕# 

定理 213  设A: D(A) A P y 2P 是一增生映象且满足条件(1)# 设 8是H 中的一有界开

集, H I 8,设 T: P y P 是一非扩张映象# 如果满足条件:

  3u - Tx , x4 \ 0,   Px I 5 8 H D(A) , u I Ax ,

则- A + T 在 D(A) 中存在不动点# 

证  对每一 kn : 0 [ kn < 1, kn y 1, knT 是一 kn _集压缩映象# 令
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  H ( t , x ) = tknTx ,   P( t , x ) I [ 0, 1] @ ( �8 H P)# 

下证

  x I/ - Ax + H ( t , x ) ,   P( t , x ) I [ 0, 1] @ (5 8 H D(A) )# 

设相反,则存在 t 0 I [ 0, 1] , x 0 I 5 8 H D (A) 及 u0 I Ax 0使得 x 0 = - u0+ t0 knTx 0# 于

是有

  +x 0 +2
= - t 0kn3u0 - Tx 0, x 04+ (- 1+ t 0kn)3u0, x 04# (3)

因 ( I+ A) D(A) = P ,故 H I AH# 于是由假设条件和(3) 得知 +x 0 +2 [ 0,即 x 0= H# 这与

H I 8 相矛盾# 于是由[ 5] 中定理 1( c) 得知- A + knT 的不动点指数

  i(- A + knT, 8 H D(A) ) = i(- A + 0, 8 H D (A) )# 

另由[ 5]中定理 1( a)知

  i(- A + 0, 8 H D(A) ) = 1,

故

  i(- A + knT, 8 H D(A) ) = 1# 

从而得知- A+ knT在 8 H D (A) 中有不动点 xn# 不失一般性可设 xn 弱收敛于x * (当 kn y

1时)# 故由定理 211中的证明方法, 可证 x
* 是- A+ T 在 D(A) 中的不动点# 

定理证毕# 

3  应   用

在本文中, 我们将应用第 2节中所得结果研究一类非线性积分方程解的存在性问题# 

设 8 < R
n 是一非空的可测子集, mes( 8) = 1,设 f ( x , y ) : 8 @ [ 0, + ] ) y [ 0, ] ) 是一

函数满足 Caratheodory 条件,即

1) 对每一 y I [ 0, + ] ) , f ( x , y ) 关于 x 是可测的;

2) 对几乎一切的 x I 8 , f ( x , y ) 关于 y 是连续的# 

再设 f 满足下列条件:

( a) ( f ( x , y ) - f ( x , z ) ) ( y - z ) \ 0, Px I 8 , y , z I [ 0, + ] ) ;
( b) 对每一 x I 8 ,存在 N( y ) > 0,使得

  f ( x , y ) [ N ( y )#y ,   Py I [ 0, + ] ) ,

这里 N ( y ) 表依赖于 y 的正数# 

于是由条件( a) ,对每一 x I 8, f ( x , y ) 关于 y 连续,

  f ( x , y ) : [ 0, + ] ) y [ 0, + ] ) 是增生的# 

故由[ 5]中命题 1及条件( b)知

  ( I+ f ( x , #) ) ( [ 0, + ] ) ) = [ 0, + ] )

对几乎一切的 x I 8 成立# 令

  P = u(#) I L
2
( 8) : u ( x ) \ 0  a. e.  x I 8 ,

则 P 是L
2
( 8) 中的锥# 记

  D (A) = u(#) I P: f ( x , u( x ) ) I L
2
( 8 )

且定义映象

  A : D (A) A P y P: Au( x ) = f ( x , u ( x ) ) ,   Px I 8, u (#) I D (A) ,

于是由条件( a)知A : D (A) A P y P 是增生的,因( I+ f ( x , #) ) ( [ 0, + ] ) ) = [ 0, + ] ) 且( I

422 关于非扩张映象的耗散扰动问题



+ f ( x , #) )- 1 对几乎一切的 x I 8 是非扩张的,于是当 v(#) I P ,有

  ( I+ f ( x , #) )- 1v ( x ) I L
2
( 8 )# 

从而有

  ( I+ A) (D (A) ) = P# 

设 k ( x , y ) : 8 @ [ 0, + ] ) y [ 0, + ] ) 是满足下述条件的函数:

  k ( x , 0) I L
2
( 8 ) ,

  | k( x , y ) - k( x , z ) | [ | y - z | ,   Px I 8 , y , z I [ 0, ] )# 

设T: P y P 是由下式定义的映象

  T u( x ) = Q8
k ( x , u( y ) )dy ,   Pu(#) I L

2
( 8) , x I 8# 

因 k( x , y ) [ y + k ( x , 0) ,故T在P 上是适定的, 且易知T是非扩张的# 现在我们讨论如下形

式的非线性积分方程

  u( x ) = - f ( x , u( x ) ) +Q8
k ( x , u( y ) )dy ,   Px I 8# (4)

如果 k (#, #) 满足条件 :

  k ( x , y ) [ M#y + g( x ) ,   P( x , y ) I 8 @ [ 0, + ] ) ,
其中 0 < M < 1且 g (#) I P# 现取 r > 0使得

  M + r
- 1 Q8

g
2
( x )dx

1/ 2

[ 1# 

则对每一 u(#) I P ,满足Q8
u
2
( x ) dx

1/ 2

= r ,有

  +Tu( x ) +L2( 8 ) [ +u( x ) +L 2( 8 ) ,

故由定理 212,方程( 4)有解 u(#) I P# 
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On the Problem of Dissipative Perturbations

of Nonexpansive Mappings

LUO Yuan_song

( Depar tm ent of Mathem atics , Yibin Teacher s. College ,
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Abstract: Some fixed point theorems for mappings of the type - A+ T are established, where P is a

cone in a Hilbert space, A: P y 2P is an accretive mappings and T: P y P is a nonexpansive map-

pings. In application, the results presented in the paper are used to study the existence problem of so-

lutions for a class of nonlinear integral equations in L 2( 8 ) .

Key words: nonexpansivemapping; accretive mapping; fixed point theorem; nonlinear integral equa-

tion
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