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摘要:  讨论了 Newton_Riemann时空中的 Lagrange力学及其与N_R时空中的 Newton 力学及Hamilton

力学的关系# 
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引   言

Lagrange力学是分析力学的重要组成部分,它是Newton力学的推广# 

Newton力学建立在运动系统的构形空间 ) ) ) Riemann流形上, Lagrange 力学建立在它的切

丛上, Hamilton力学建立在它的余切丛或辛流形上# 为了用 Lagrange力学的理论处理时间相

关的力学问题或非平稳的物理过程则不能在上述的切丛上考虑# 如构形空间是 Riemann 流形

M
n
, TM 是切丛, T *

M是余切丛, 则一般作者在 TM @ R上建立Lagrange力学, 在 T
*
M @ R

上建立 Hamilton力学# 我们以自然的方式在 N_R时空 N = R
1 @ M

n 及其切丛TN 和余切丛

T
*
N 上考虑上述相应的问题, 推广到更一般的情形得到更一般广泛深入的结果, 进一步可沟

通相对论力学# 这样 Riemann流形M
n上的动力学是N_R时空 N = R

1 @ M
n中的动力学的特

殊情形# 

本文主要研究 TN 上的 Lagrange力学及其与 N 上的Newton力学和 T
*
N 上的Hamilton力

学的关系,并给出分析力学的现代数学方法# 可参阅[ 1~ 5]# 

1  几 何结 构

时空 N = R
1 @ M

n
的几何结构如 ( Ñ)、( Ò) (见: 应用数学和力学, 2000年 21 卷 7期,

746 ) 754页; 2001年22卷 4期, 373 ) 381页) 中所述,为便于后面的叙述, 再简述如下# 

设 M
n 是具有度量g 及连络D 的n _维 Riemann流形,代表空间# R

1 是具有度量 g0 的 1_

维Riemann流形, 代表Newton观点的时间# Newton_Riemann时空是积流形N = R
1 @ M

n
( M

3
=

R
3
,则 N = R

1 @ R
3 是通常的Newton_Galile时空) 是 n + 1维Riemann流形# 在局部坐标系

( I @ U, W= id @ U) 下,
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  P( t , x) I I @ U < N , W: ( t , x) | y ( t , x
1
, ,, x

n
) , (1)

则N 上的时空度量,在( I @ U, W) 下为

  �g = g0+ g = dt ª dt + g jkdx
j ª dx

k
, (2)

P( t , x) I N ,切空间

  T ( t, x)N U T tR
1 © TxM ; (3)

余切空间

  T
*
( t, x)N U T

*
t R

1 © T
*
x M; (4)

切丛

  TN = G
( t, x ) I N

T ( t, x)N ; (5)

余切丛

  T
*
N = G

( t, x) I N
T

*
( t, x)N# (6)

设 5/ 5t , 5/ 5xj n
j= 1 为 TN 在I @ U上的标架场,则每一向量场 V I X r

(N ) 可表为

  V = 5/5 t + v
j
( t , x)5/5xj ;

dt , dxj n
j = 1为 T

*
N 在( I @ U) 上的标架场, 则每一形式场 X I F 1

(N ) 在 I @ U上可表为

  X = Adt + Bjdx
j
;

( t , x) 是 N 的点,则( t , x, 1, v ) 是 TN 的点, ( t , x, 1, p) 是 T
*
N 的点# 

设  0: TN y N , ( t , x, 1, v) |y ( t , x) ,

  0
*
: T

*
N y N , ( t , x, 1, p) | y ( t , x)

是丛投影, ( 0- 1
( I @ U) , �W) 是 TN 的局部坐标系,

�W: ( t , x, 1, v) I 0
- 1
( I @ U) |y ( t , x

1
, ,, xn , 1, v1

, ,, vn) I R
n+ 1 @ R

n+ 1
,

( 0 * - 1
( I @ U) , �W*

) 是 T
*
N 的局部坐标系,

�W
*
: ( t , x, 1, p) I 0

* - 1
( I @ U) |y ( t , x

1
, ,, xn , 1, p 1, ,, p n) I R

n+ 1 @ R
n+ 1
,

N = R
1 @ M

n 是纤维丛: N y
0

1

R
1
, ( t , x) |y

0
1

t ,

P t I R
1
,纤维 0- 1

1 ( t ) = N t , (也记作 M
n
t ) 是 n_维 Riemann流形 M

n
t# 

2  N_R时空中的 Lagrange力学

设 I = [ t 0, t 1] < R
1
,

  C: I y N,   t | y ( t , x( t ) ) I N (7)

是时空N 中的曲线,称世界线,其全体记作 C
k
( I , N ) , k 是 k 次连续可微# 

C在TN 中的提升 :

  �C: I y TN , t |y �C( t ) = ( t , x( t ) , 1, Ûx ( t ) ) ; (8)

在 T
*
N 中的提升:

  �C: I y T
*
N , t | y �C( t ) = ( t , x( t ) , 1, p( t ) ) ; (9)

映射

  L: TN y T
*
N, ( t , x, 1, v ) |y ( t , x , 1, p ) (10)

是丛同构,且

  �C= L (�C)# (11)

在局部坐标系 ( I @ U, W) 下,

  C( t ) = ( t , x( t ) ) = ( t , x
1
( t ) , ,, xn ( t ) ) , (12)
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  V = ÛC= ( 1, Ûx ( t ) ) = (1, Ûx 1
( t ) , ,, Ûx n ( t ) ) = 5/ 5t + Ûx j ( t )5/5xj I TC( t )N , (13)

  V
b
= dt + gjkÛxj dxk = dt + p kdx

k I T
*
C( t )N , (14)

且    V
b
= L( V) , pk = gjkÛxj# (15)

又

  �C( t ) = ( t , x
1
( t ) , ,, x

n
( t ) , 1, Ûx 1

( t ) , ,, Ûx n( t ) ) = ( t , x
j
( t ) , 1, Ûxj ( t ) ) , (16)

  �V = �C
#

= (1, Ûxj , 0, &xj ) = 5/ 5 t + Ûxj5/ 5xj + &x j5/ 5Ûx j I T�C( t) ( TN) , (17)

  �C( t ) = ( t , x
1
( t ) , ,, x

n
( t ) , 1, p 1( t ) , ,, p n( t ) ) = ( t , x

k
( t ) , 1, p k( t ) ) , (18)

  �X = �C
#

= (1, Ûx k , 0, Ûp k) = 5/ 5 t + Ûxk5/5x k + Ûp k5/ 5pk I T�C( t ) ( T
*
N) ; (19)

  

�C
*
t = t . �C= t , �C

*
dt = d�C

*
t = dt ,

�C
*
x = x . �C= x( t ) , �C

*
dx = d�C

*
x = dx . �C,

�C*
v = v . �C= Ûx( t ) ,

�C*
t = t . �C= t , �C* dt = d�C*

t = dt ,

�C*
x = x . �C= x( t ) , �C* dx = d�C*

x = dx . �C,

�C*
p = p . �C= p( t ) , �C* dp = d�C*

p = dp . �C,

L*
t = t . L= t , L* 1 = 1 . L= 1,

L*
x = x . L= x, L*

p k = pk . L= gjkÛx j ;

(20)

  �C( t ) = L. �C( t ) = ( t , x
k
( t ) , 1, gjkÛxj ( t ) ) = ( t , x

k
( t ) , 1, pk( t ) )# (21)

单位质点在 M
n 中运动的动能

  T =
3V

b
, V4
2

=
1
2
g ( V, V) =

1
2
gj kv

j
v
k
; (22)

在N 中运动的动能:

  �T = �g ( �V, �V) / 2 =
3�Vb

, �V4
2 = T +

1
2 ; (23)

势能 U = U( t , x) ,则总机械能 E 与�E :

  E = T + U = T + U+
1
2

-
1
2
= �E -

1
2
= �T + U-

1
2
, (24)

二者等效# 由

  E =
3V

b
, V4
2

+ U = 3V
b
, V4- 3V

b
, V4
2

- U =

3V
b
, V4- L, L = T - U,

于是

  E . L- 1
( t , x, 1, p) = (3V

b
, V4- L ) . L- 1

( t , x, 1, p) =

      g
lk
pk p l - L . L- 1

( t , x , 1, p ) = H ( t , x, 1, p) I F 0
( T

*
N ) ,

  L ( t , x, 1, v) = gjkv
j
v
k
- H . L ( t , x, 1, v) = ( p kv

k
- H ) . L ( t , x, 1, v) , (25)

故    L dt = ( p kdx
k
- H dt ) . L= H. L, (26)

其中   L I F 0
( TN ) , ( I C

k
( TN, R ) ) , L dt I F 1

( TN)# 

又    �C*
t = ( L. �C) *

t = �C* L*
t = �C*

t = t ,

故    L . �Cdt = �C*
( L dt ) = �C*

( H. L) = H. L. �C= H. �C# (27)

如上,  C I C
k
( I , N ) , 则�C I C

k- 1
( I , TN) , �C= L. �C I C

r
( I , T

*
N )# 
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泛函   J ( C) = Q
t
1

t
0

L( t , x( t ) , 1, Ûx( t ) )dt = Q
t

t
0

L . �Cdt = Q
t

1

t
0

H. �C, (28)

即    J ( C) = Q�CL dt = Q�CH. L= Q�CH# (29)

这样, J 是C
k
( I , N ) 上的 C

l
类泛函,分别表为1_形式L dt I F

1
( TN ) 及 H I F 1

( T
*
N) 在曲

线�C < TN 及�C < T
*
N 上的线积分# 设 J 的定义域为

  D ( J ) = C I C
k
( I , N ) | C( t 0) = ( t 0, x 0) , C( t 1) = ( t 1, x 1) ,

      x 0 = x( t 0) , x 1 = x( t 1) ,固定 # 

下面考虑 J 的变分问题# N是Riemann流形,不是特殊的 R
n
,不能象在R

n中那样,简单地

令 Cs = C+ sh 而考虑J 的变分问题# 现考虑如下:

设曲线 C I C
k
( I , N ) 全部位于坐标邻域 I @ U中,且端点固定# 不然,则取 C在I @ U

中的部分,并固定这部分上的不同的两点为 C( t 0)、C( t 1)# C在 I @ U中的这部分也是 D ( J )

的元素# 设此曲线或其在 I @ U中的部分, 在任意向量场 u X cÛC产生的单参数微分同胚群
Rs s I I 作用下, 微小变形, 端点固定, 从而得到 Cs ( t ) = Rs . C( t ) = ( t + s, x . Rs . C( t ) )

I D ( J ) , t + s I I 1 < I ,则泛函 J ( C) 变为

  h( s ) = J ( Cs)# (30)

对每一固定的 t I I 是 s 的函数# 由微积分知, 若它在 s = 0达到极值,则必须

  d
d sh ( s) s= 0

=
d

d sJ ( Cs) s= 0
= 0# (31)

于是

  0 = d
ds
J ( Cs )

s= 0
= Q

t
1

t
0

d
d s
L . �Cs( t )

s= 0
dt , (32)

而

  d
d s
L . �Cs( t ) = 5L

5 t +
5L
5xj

5xj . Rs ( C( t ) )
5s +

5L
5Ûxj

5Ûxj . Rs ( C( t ) )
5s =

      5L
5 t + u

j
( Rs( C( t ) ) )

5L
5xj

+
d

dt
u
j
( Rs ( C( t ) ) )

5L
5Ûx j

=

      L�u( C
s
( t ) ) L . �Cs ( t ) , (33)

  d
d s
L . �Cs( t )

s= 0
= L�u ( C( t) ) L . �C( t ) , (34)

其中

  �u = 5/5 t + u
j5/ 5xj + duj

dt
5/ 5Ûx j I X ( TN ) , (35)

  0* �u = u = 5/ 5t + u
j5/5xj I X (N ) , (36)

u 是Rs 的无穷小生成元# 由(31)、( 32)

  d
d s
J ( Cs)

s= 0
= Q

t
1

t
0

L�u( C( t ) ) L . �C( t )dt = 0, (37)

从而   L�u (�C( t) ) L . �C( t ) = 0# (38)

定理 211  C I D ( J ) 是泛函 J 的平稳点(极值点) 若在 C上对任意向量场u I X r
(N) ,

u X cÛC, L . �C关于向量�u I X ( TN ) 的 Lie导数为 0, c 是常数# 

又    0 =
d

ds
J ( Cs )

s= 0
= Q

t
1

t
0

5L
5 t + u

j
( C( t ) )

5L
5xj

+
d
dtu

j
( C( t ) )

5L
5Ûxj

dt =
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      Q
t

1

t
0

5L
5 t +

5L
5xj

-
d

dt
5L
5Ûxj u

j
( C( t ) ) dt +

5L
5Ûxj

u
j
( C( t ) )

t
1

t
0

,

u = 5/ 5t + u
j5/ 5xj I X r

(N ) 任意,且 u X cÛC, C在u 产生的变换群 Rs 作用下连续变形而

端点不变,故在端点 C( t0)、C( t 1)、u ( C( t 0) ) = u ( C( t 1) ) = 0# 上式第二项为 0# 故有

  5L . �C
5 t = 0,

5L . �C
5xj

-
d
dt
5L . �C
5xj

= 0# (39)

5L /5 t = 0由时间均匀流逝引起# 它表明 L 不显含 t ,或显含 t而视 t不变# (39) 表明,对每

一固定的 t I I 1 < I ,在N 的纤维N t (也记作 M
n
t ) 的切丛 TM

n
t 上�C也就是 C(在TN 中的提升)

应满足Lagrange方程,而要从 L 导出 Lagrange方程只要视 L 中的 t 不变# 这对应着对每一瞬

时 t 的 Newton运动定律# 

如所周知, L_方程的解(曲线)是泛函达到极值的 C I D ( J )# 于是有

定理 212  J 的平稳点 C I D ( J ) 是 L_方程的解# 

定理 213  C I D ( J ) 是 J 的平稳点,若且仅若它是L_方程的解# 

在力学上它表现为:

定理 214  C I C
k
( I , N ) 是一质点的运动轨线, 若下述之一成立:

11 C I D ( J ) < C
k
( I , N ) 是 J 的平稳点;

21在 C I D ( J ) 上, Pu I Xr
(N ) , u X c ÛC, c = const,

  L�u ( C( t) ) L . �C= 0;

31 C是L _方程的解# 

注意变换群 Rs 把C I C
k
( I , N ) 变为 Cs = Rs( C) I C

l
( I , N ) , t + s I I 1 < I# 对每一

固定的 t I I , Rs( C( t ) ) 是过点 C( t ) I N 以 s 为参数的曲线, 其切向量是 u = 5/ 5t + u
j .

Rs ( C( t ) )5/ 5xj I TC
s
( t )N# 当 s = 0时, u = 5/5 t + u

j
( C( t ) )5/ 5xj I TC( t )N ,但不等于 ÛC且

u X cÛC, c = const,如前 ÛC( t ) = (1, Ûx ( t ) ) 是 C( t ) = ( t , x( t ) ) 的切向量# 

Lagrange方程的性质:

  PL I C
l
( TN , R) , C I C

k
( I , N ) , �C I C

k- 1
( I , TN ) ,

  d
dt

5L . �C
5Ûx j

=
52
L . �C
5Ûx j5 t

+
52
L . �C

5Ûx j5x k
dx k

dt
+
52
L . �C

5Ûx j5Ûx k
dÛxk

dt
# 

L_方程( 39)变为

  52
L

5Ûxj5 t
+

52
L

5 xj5x k
dx k

dt
+

52
L

5Ûxj5Ûxk
dÛx k

dt
=

5L
5xj

, (40)

它是关于 C的 2阶微分方程# 若52
L/ 5Ûxj5Ûx k在�C= ( t , x , 1, Ûx ) (在 TN 中) 的邻域可逆,则命

dxk / dt = v
k得到TN 中的一阶方程组

Ût = 1,  dxk

dt = v
k
,

    dv k

dt
=

5L
5xj

-
52
L

5Ûxj5 t
-

52
L

5Ûxj5Ûx k
v
k 52

L

5Ûxj5Ûx k
,

(41)

其解 �C( t ) = ( t , x( t ) , v( t ) ) 是 Lagrange向量场

�V = 5/ 5t + v
k5/ 5xk + 5L

5xj
-

52
L

5Ûx j5 t
-

52
L

5Ûxj5Ûxk
v
k 52

L

5Ûx j5Ûx k
5/ 5Ûxk I X ( TN ) (42)

的积分曲线,其投影 0(�C) = C是(40) 的解# 
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定义 215  L I C
l
( TN , R) : 0- 1

( I @ U) y R是正则的( regular) 若 l \2且对所有( t , x ,

1, v) I 0- 1
( I @ U) , 52

L / 5vj5v k是可逆的# 

定理 216  对正则 L_函数L I C
2
( TN , R ) , J 的极值曲线C是C

2
类的,给出任一( t 0, x 0, 1,

v0) I 0
- 1
( I @ U) < TN存在包含t 0的唯一的最大区间 I0 < I ,及唯一的 C: I 0 y N, 使得 x( t 0)

= x 0, v( t 0, x 0) = v0# 

证明  由常微分方程解的存在唯一性定理直接得到# 又 dxj / dt = v
j
( t , x) 是 C

1类的,则

C是C
2
类的# 

特别, vj = v
j
( t , x) 明显依赖于 t时,

  dv k

dt
=

5v k

5 t +
5v k

5x s
v
s# 

( 41)是一阶偏微分方程组# 实质上归结为( 41)的后一方程# 

特别,当 L = T - U = gjkv
j
v
k
/ 2- U, v

l
= v

l
( t , x) , U = U( t , x) 时, (41) 的后一方程也

就是(40) 变为

  5v k

5 t + v
s 5 vk

5x s
+ #krsv

r
v
s
= - g

jk 5U
5xj

, (42)c

这是 Lagrange方程,也是Newton方程

  �D V
dt

= - dU
# # (43)

对每一固定的 t I I ,在纤维N t中的局部坐标表示# (见后第3节例)# 命5L . �C/5Ûxj = pj ,由

于52
L . �C/ 5Ûx j5Ûx k 可逆, 由隐函数定理可局部地找到与5L / 5Ûxj 同类的 hk 使得从中解出v

k
=

hk( t , x
j
, pj ) , 令 dx k / dt = v

k 于是得到方程组

  
Ût = 1,  Ûx k = hk( t , x

l
, pl ) ,

    Ûp k = 5L
5x k

( t , x
j
, 1, hj ( t , x

l
, pl ) )# 

(44)

这是与( 41)等价的在 T
*
N 中关于t , x, p 的一阶方程组# 它是定义在 0* - 1

( I @ U) < T
*
N

中的Hamilton方程组,其解�C是Hamilton向量场

  X = 5/5 t + hk5/5x k + 5L
5xk

5/ 5pk (45)

的积分曲线且 �C
#

= X# 因(44) 之右边是 C
1类的其解�C是C

2类的, 0 *
(�C) = C是C

2类的# 

这样,泛函 J 达到极值的曲线 C在TN 中的提升是L_向量场(42) 的积分曲线,在 T
*
N 中的提

升�C= L (�C) 是H_向量场(45) 的积分曲线# 

我们一般地进一步考虑如下:

由( 28) ,考虑泛函

  J ( Cs ) = Q
t

1

t
0

H. L. �Cs (46)

的极值的问题# 它在 s = 0达到极值的条件是

  d
d s
J ( Cs) | s= 0 = Q

t
1

t
0

d
ds
H. L. �Cs | s= 0 = 0, (47)

而

  H. L. �Cs = gj k( x . Rs( C) ) Ûx j . Rs( C)dx k . Rs( C) -
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      H ( t . Rs ( C) , x
k . Rs ( C) , 1, g jk( x . Rs ( C) ) Ûx j . Rs( C) )dt . Rs( C) ,

  d
d s
H. L. �Cs =

5g jk( x . Rs( C) )
5xl

dx l . Rs( C)
ds

Ûx j . Rs( C)dx k . Rs( C) +

      gjk( x . Rs( C) )
dÛxj . Rs ( C)

ds
dx k . Rs( C) + Ûxj . Rs( C)

d
ds

dxk . Rs( C) -

      5H
5 t +

5H
5x l

dx l . Rs( C)
ds

+
5H
5p l

dpl . Rs ( C)
ds

dt . Rs ( C) - H
d

ds
dt . Rs( C) =

      �C*
s

5 gjk
5xl

u
lÛxjdxk + gjk

d
dt
u
jdxk + Ûx jduk -

      5H
5 t +

5H
5x l

u
l
+
5H
5p l

5 gjl
5x r

u
rÛx j + g jl

d
dt
u
j dt =

      �C*
s

dx
k

dt
-
5H
5p k

5 gjk
5x l

u
lÛxj + dx

k

dt
-
5H
5p k g jk

duj

dt
dt +

      gjkÛx jduk -
5H
5 t +

5H
5x l

u
l dt =

      �C*
s

dx k

dt
-
5H
5p k

5 gjk
5x l

u
lÛxj + gjk

duj

dt
+

d
dt ( gjkÛx

j
u
k
) -

d
dt ( gjkÛx

j
) u

k
-

      
5H
5 xk

u
k
+
5H
5t dt =

      �C*
s

dx
k

dt -
5H
5p k

5p k
5s -

d
dtpk +

5H
5x k

u
k
-
5H
5 t +

d
dt
( p ku

k
) dt ,

其中

  p k = gjkÛxj ,
5xj . Rs ( C)

5 s = u
j . Rs( C) ,

  
5gj k
5 xl

u
lÛxj + gjk

duj

dt =
5g jk
5xl

u
lÛxj + gjk

5Ûx j
5 s =

5
5s ( gjkÛx

j
) =

5pk
5 s # 

另方面,

  �Cs( t ) = L. �Cs( t ) = ( t + s, x
k . Rs ( C( t ) ) , 1, gjk( x . Rs ( C( t ) ) ) Ûxj . Rs ( C( t ) ) ) ,

  d
d s�Cs = 5/ 5 t +

dxk . Rs ( C( t ) )
ds 5/ 5x k +

dp k . Rs ( C( t ) )
ds 5/ 5p k , pk = g jkÛxj ,

  �u =
d�Cs ( t )

ds s= 0
= 5/ 5 t + u

k
( C( t ) )5/5x k +

dpk( C( t ) )
ds 5/ 5pk I T�C( T

*
N) ,

其中   u
k
= dxk / ds ,且 0*

* �u = u# 

又

  H= p kdx
k
- H dt ,

  �uâH= - H + p ku
k
,

  dH= dp k C dx k -
5H
5xk

dxk C dt -
5H
5p k

dp k C dt ,

  �uâdH=
5H
5xk

dx
k
+
5H
5p kdpk - u

k
p k +

5pk
5 s dx

k
- u

k 5H
5xk

dt -
5p k
5s

5H
5pk dt ,

  d( �uâH) = - 5H
5 t dt +

5H
5xk

dx
k
+
5H
5pk dpk + d( pku

k
) ,

  L�uH= �uâdH+ d( �uâH) =
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      -
dp k
dt +

5H
5xk

u
k
+

dxk

dt
-
5H
5pk

5pk
5 s -

5H
5 t d t + d( p ku

k
)# 

所以

  d
d s
H. L. �Cs = �C*

s (L�uH. L ) = �C*
s (L�uH) = L�u( C

s
( t ) ) H. �Cs( t ) , (48)

  0 =
d

ds
J (�Cs )

s= 0
= Q

t
1

t
0

L�u( C( t) ) H. �C( t )# (49)

得到

  L�u( C
s
( t) ) H. �C( t ) = 0# (50)

定理 217  C I C
k
( I , N ) 使泛函

  J ( C) = Q�CL dt = Q�CH
达到极值# 若 C I D ( J ) , 且L�u( C) H. �C= 0, �C= L. �C是 C在T

*
N 中的提升# 

因 C在u产生的变换群 Rs 的作用下,微小变形,而端点 C( t 0)、C( t 1) 固定, u( C( t 0) ) =

u( C( t1) ) = 0# 再由 u 从而�u = u +
dp k

ds
5/5p k的任意性

d
ds
J ( Cs)

s= 0
= 0意味着

  5H . �C
5t = 0, dx

k

dt
=

5H . �C
5p k

,
dp k
dt

= -
5H . �C
5xk

# (51)

5H / 5t = 0由时间 t均匀流逝产生# 且5H /5 t = 0意味H不显含 t , 或显含 t而视之不变# (51)

在每一固定的 t I I 所对应的纤维N t (即 M
n
t ) 的余切丛T

*
M

n
t 上成立, 即�C< T

*
M
n
t 满足(51)

而�C= L- 1
(�C) , 0 (�C) = 0(L- 1

(�C) ) = C# 0 * �C= C, 0 *
* �u = u# 

定理 218  C I C
k
( I , N ) 是泛函

  J ( C) = Q�CH
的平衡点,则 C I D ( J ) , 且�C= L. �C I C

l
( I , T

*
N ) 是H_方程(51) 的解, 它是Hamilton向

量场

  X = 5/5 t + 5H
5pk5/ 5x

k
-
5H
5x k

5/5p k I X ( T
*
N ) (52)

的积分曲线# 

归纳之有下述

命题 219  对 L I C
l
( TN , R ) , C I C

k
( I , N ) 是泛函

  J ( C) = Q
t
1

t
0

L . �Cdt = Q
t
1

t
0

H. �C( t ) = Q�CLdt = Q�CH (53)

的平稳点,则 C I D ( J ) ,且在任意可微向量场 u = 5/ 5 t + u
j5/ 5xj I Xr

(N ) , u X c ÛC,产生
的变换群 Rs 作用下, 连续变形使得 t + s I I , Cs = Rs( C) I D ( J ) ,并满足

  d
d s
J ( Cs)

s= 0
= 0,

从而

1) C在TN 中的提升�C满足

  L�u( C) L . �C= 0,

其中   �u = 5/5 t + u
j5/ 5xj + du

j

dt
5/ 5Ûx j I X ( TN ) , u

j
( C) =

5xj . Rs ( C)
5 s s= 0

# 
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即 L 不显含 t , 或对每一固定的 t I I , 在纤维 N t的切丛TM
*
t 上满足Lagrange 方程

  d
dt

5L . �C
5Ûx j

=
5L . �C
5xj

,

�C是Lagrange向量场( 41)的积分曲线# 

2) C在T
*
N 中的提升�C= L. �C满足

  L�u( C) H. �C= 0,

其中   �u = 5/5 t + u
k5/5x k +

5pk
5 s 5/ 5pk I X ( T

*
N ) ,

即H 不显含 t 或对每一固定的 t I I 在纤维N t 的余切丛T
*
M
n
t 上满足 Hamilton方程

  dx
k

dt
=

5H . �C
5pk

,
dp k
dt

= -
5H . �C
5x k

,

�C是Hamilton向量场(52) 的积分曲线# �u、�u 由u 决定,且

  0* �u = u, 0
*
* �u = u ,

0, 0* 分别是切丛及余切丛 TN 与T
*
N 的丛投影# 

由此可见,泛函 J 达到极值的曲线C是力学系统 ) ) ) Lagrange系统及Hamilton系统的运动

轨线# 

C I D ( J ) 是泛函 J 的平稳点,则

  �C
#

â(dL C dt ) = 0, (54)

  �C
#

âdH= 0# (55)

( 55)表明 H是�C
#

的相对积分不变量从而�C
#

是Hamilton向量场而�C是此向量场的积分曲线# 

这样, 我们把Riemann流形 M
n 上的平稳的动力学推广至 Newton_Riemann时空 N = R

1 @

M
n中的非平稳的动力学,而前者是后者的特殊情况# 后者可直接应用于Riemann流形上的流

体力学# 上述一系列文章提供分析力学的现代几何方法# 

3  例

设单位质点在势场 U( t , x) 下,于 N 中以速度 V = 5/ 5t + v
j
( t , x)5/ 5xj 运动则动能

  T =
3V

b
, V4
2

=
gjkv

j
v
k

2
+

1
2
;

Lagrange函数

  L = T - U =
gjkv

j
v
k

2
- U +

1
2

I C
k
( TN, R )# (56)

那么

  5L
5xl

=
1
2

5 gjk
5x l

v
j
v
k
-
5U
5xl

,  5L
5Ûxl

= gjlv
j
,

  d
dt

5L
5Ûx l

=
5gjl
5xs

v
s
v
j
+ gjl

5 vj

5t +
5vj

5x s
v
s
,

L_方程

  gjl
5vj

5 t + v
s 5vj

5xs +
5gjl
5xs

v
s
v
j
-

1
2

5 gjk
5xl

v
j
v
k
= -

5U
5x l

,

即    gjl
5vj

5 t + v
s 5vj

5xs
+

1
2

5 gjl
5x s

+
5 gs l
5xj

-
5g js
5x l

v
j
v
s
= -

5U
5 xl

# (57)
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以 g
lk 乘方程两端得

  5v k

5 t + v
s 5 vk

5x s
+ #kjsv

j
v
s
= - g

lk 5U
5xl

, (58)

其中   #kjs =
1
2
g
lk 5g jl

5xs
+
5g sl
5 xj

-
5gjs
5xl

# 

这是对每一固定的 t I I 的Newton方程

  �D V
dt

= - dU#
(59)

在局部坐标系 ( I @ U, W) 中的坐标表示# 若运动是平稳的, 5vj /5 t = 0,质点在Riemann流形

M
n 中运动, (58) 可写成

  dÛx k

dt
+ #kjs ÛxjÛx s = - g

lk 5U
5xl

# (59)c

若外作用力为 0,则( 59)变为

  �D V
dt

= 0# (60)

相应地( 58)、( 59)c之右端为0, ( 59)c变为

  dÛx k

dt
+ #kjs ÛxjÛx s = 0, (61)

这时质点在 M
n 上沿测地线运动# 

但若是非平稳的运动,特别在流体力学中必须以 v
j
( t , x)取代Ûxj# 上述表明对Riemann流

形 M
n
或N_R时空 N = R

1 @ M
n
中的平稳或非平稳运动,Lagrange 力学与 Newton力学的一致

性# 另方面,

  H = 3V
b
, V4- L =

1
2

3V
b
, V4+ U = E

即    H = E . L- 1
( t , x, 1, p) =

1
2
g
jk
pjpk + U( t , x) , (62)

  5H
5xs

=
1
2
5gjk

5x s
pjpk +

5 U
5x s

,  5H
5ps = g

js
pj# 

Hamilton向量场是

  X = 5/5 t + g
js
p j5/ 5xs -

1
2
5gjk

5x s
pjpk +

5 U
5x s

5/5p s, (63)

相应的Hamilton方程是

  

Ûx s = g
js
p j , Ût = 1,

Ûp s = - 1
2
5gjk

5x s
pjpk -

5U
5x s

# 
(64)

微分之

  dÛx s

dt
=

5gjs

5xl
v
l
pj + g

jsÛpj =

      5gjs

5x l
gkjv

l
v
k
+ g

js -
1
2
5gar

5xj
gbav

b
gmjv

m
-
5U
5xj =

      -
5 gkj
5xl

g
js
v
l
v
k
+ g

js 1
2

5g ra
5xj

g
ar
gmrv

r
v
m
-
5U
5xj

=

      - g
js 5gkj

5x l
v
l
v
k
-

1
2

5gra
5xj

v
r
v
a
+
5U
5xj

=
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      -
1
2
g
js 5 gkj

5xl
+
5 glj
5xk

-
5 gkl
5xj

v
l
v
k
- g

js 5 U
5xj

=

      - #skl v
k
v
l
- g

js 5U
5xj

, (65)

其中   #
s
lk = #

s
kl =

1
2 g

js 5 gkj
5xl

+
5 glj
5xk

-
5 gkl
5xj

# 

令 Ûx j = v
j
( t , x) ,由(65) 得

  5v s
5t + v

r 5v s

5xr
+ #

s
kl v

l
v
k
= - g

js 5U
5xj

, (66)

此即( 58) # 这表明 M
n 或N = R

1 @ M
n 中的Hamilton力学与 Newton力学的一致性# 
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Abstract: Lagrangian mechanics in Newtonian_Riemannian space_time and relationship between La-

grangian mechanics and Newtonian mechanics, and between Lagrangian mechanics and Hamiltonian

mechanics in N_R space_time are discussed.
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