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Newton_Riemann时空中的动力学( )
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(中国科学院 数学研究所,北京 100080)

(钱伟长推荐)

摘要: 讨论了 Newton_Riemann时空中运动的相对性及运动方程的协变性, N_R时空中 Newton 力学

与广义相对论的某些关系及其异同
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引 言

在( ) (见:应用数学和力学, 2000年21卷7期, 746 754页)中我们建立了N_R时空中的

动力学并给出它在流体力学中的应用 经典 Newton力学中有 Galilean相对性原理, 数学上它

表现为Newton运动方程在 Galilean 变换群下其形式不变 那是在系统 S 的位形空间是 Euclid

空间,位形时空是Newtonian_Galilean时空的情况下成立
[ 1, 2]

当系统 S的位形时空是N_R时空

时,是否存在相对性原理? 在数学上它如何表现? 再则流形上有许多坐标系,在这些坐标系的

变换下,运动方程是否改变? 如何改变?

我们在本文中就讨论这些问题:N_R时空中 Newton力学的相对性及运动方程的协变性

1 相 对性

当在 Riemann流形 M
n 中运动的质点位于坐标邻域 U M

n 时,坐标为( x
1
, x

2
, , x

n
) ,速

度为 V( t ) = x
j
( t ) j 它从时刻 t 0到 t 在 U中运动的轨线 的弧长为

S( t ) =
t

t
0

g ( V, V) dt , ( 1)

速度为 dS / dt = | V( t ) | = g( V, V) 选用弧长 S 为参数, 则

V( t ) =
dS
dt

V( s ) , ( 2)

V( s) =
dx

j

ds
j =

dt
ds

V( t )

显然, | V( s) | = 1, V( s ) 是 的单位切向量 关于 t绝对微分( 2) 后得

DV( t )
dt

=
d2

S

dt
2 V( s) +

dS
dt

2
DV( s )

ds
, ( 3)
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DV( s ) / ds 是 的测地曲率向量, DV( s ) / ds 是 的测地曲率 计算表明

d
2
S

d t
2 =

d
dt

dS
dt

=
1

| V( t ) |
g

DV( t )
dt

, V( t ) , ( 4)

DV( s )
ds

=
1

| V( t ) |
2
DV( t )

dt
-

V( t )

| V( t ) |
2 g

DV( t )
dt

, V( t ) ( 5)

若 DV( t ) / dt = 0,则 | V( t ) | = const, DV( s ) / ds = 0, DV( s ) / ds = 0 而测地曲率为

零的曲线是测地线 从流形M
n内部看, 是 直线 但一般来说, Riemann曲率 R

i
j kl 0 当

M
n

= R
n时,在直角坐标系 x

j 下,连络系数 j
kl = 0, R

i
j kl = 0, i , j , k , l = 1, 2, , n,测地线是通

常的直线

DV( t ) / dt是质点在M
n
中运动的加速度, Newton运动方程

m
DV
dt

= F
#

( 6)

(见( ) )

所以,外力 F = 0时,加速度DV/ dt = 0, 速率不变,测地曲率为0,质点静止或以不变速率

沿测地线 运动 即质点服从如下:

惯性定律 当外力(或合力)为零时,质点在 M
n 中静止或以不变速度沿测地线运动 运

动方程是

DV( t )
dt

= 0, ( 7)

d2
x

j

dt
2 +

j
k l

dx
k

dt
dx

l

dt
= 0, ( 8)

v
j

t
+

v
j

x
lv

l
+

j
k l v

k
v

l
= 0, ( 9)

其中 x
j

= v
j
( t , x ) 若 M

n
= R

n 或在充分小的邻域内, x
j 是 Descartes坐标系,则为

d
2
x

j

dt
2 = 0 ( j = 1, 2, , n) ( 10)

这时,若采用任意坐标系,则 j
k l 0, 尽管 R

i
j kl = 0 运动方程仍为( 8) 或( 9) 的形式

空间是平坦的, 若且仅若 Riemann曲率消失 Riemann张量是流形平坦或弯曲的测度

定义 使惯性定律成立的(坐标系)参考系称惯性系

如上述使( 8) ~ ( 10)成立的坐标系称惯性坐标系

定理 1 固定在 U上具有坐标系x
j 和时间坐标t的惯性参考系记作K ,则沿测地线 以不

变速度 u = u
j

j 相对于K 平行移动的参考系K ,具有坐标系 x
j 和时间坐标t ( = t ) ,也是惯性

系 在这些惯性系中所有Newton力学定律保持它们的形式不变

证明 ( ) 一观察者从 K 观察质点 x 在 U M
n 中运动,外力 F = 0时沿测地线 运动

另一观察者从 K 观察同一质点的运动,其坐标关系为

(A)
x

j
= x

j
+ x

j
( t ) ,

t = t ;
或

x
j

= x
j
- x

j
( t ) ,

t = t ,

其中 x
j
( t ) 是 u = u

j
j 的积分曲线,且 x

j
= u

j
( t ) 而 u 沿 不变,故

Du
dt

=
du

j

dt
+

j
k lu

k
x

l
= 0 ( 11)

又 / x
j

= / x
j
(即 j = j ) , 故
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V- u = ( x
j
- u

j
) j = x

j
j = V

V是从K 观察到的质点x的运动速度; V 是从K 观察到的x 的速度 于是

0 =
DV
dt

=
D( V- u)

dt
=

DV
dt

,

即 dx
j

dt
+

j
kl x

k
x

l
= 0 ( 12)

就是说从 K 看来质点x也沿测地线运动,方程为( 12) 它与( 8) 一样,形式不变 这里
j

k l =
j
k l , j , k , l = 1, 2, , n 所以 K ( t , x ) 也是惯性系

( ) 更一般地, K 和K 如上, K 与K 中的标架分别是 j 和 , j , = 1, 2, , n,其关系

为 = a
j

j , A = ( a
j

) GL ( n, R ) 则从 K 和K 看到质点x在U M
n中运动的坐标关

系为

( B)
x

j
= a

j
x + x

j
( t ) ,

t = t

故 V- u = ( x
j
- u

j
) j = a

j
x j = x = V ( 13)

绝对微分之得

DV = D( u + V ) = DV ,

即

( dx
j
+

j
l x

l
) j = [ d( a

j
x + u

j
) + ( a

l
x + u

l
)

j
l ] j =

[ da
j
x + a

l
x

j
l ] j =

[ da
j
x + a

l
a

k j
l kx dx ] j =

a
j

[ dx + aj a
l

a
k j

l k x dx ]
x

x
j =

[ dx + x dx ]

所以 0 =
DV
dt

=
DV
dt

即从 K 看来质点x 也作测地线运动 运动方程是

DV
dt

dx
dt

+ x x = 0,

它与( 8)的形式一样 它们间的关系为

dx
j

dt
+

j
k l x

k
x

l
= a

j dx
dt

+ x x ,

其中 = aj a
l

a
k j

l k

注意到 u 沿 平行移动时的绝对微分 Du = ( du
j
+ u

l j
l ) j = 0 所以, K 也是惯性系

( ) 若从 K 和K 观察到质点x的坐标关系为

( C)
x = ak x

k
+ x ( t ) ,

t = t ,

A = ( ak ) GL ( n, R ) ,则

( x - u ) = akx
k

= x
k

k ,

或 ( x
k

+ a
k

a ) k = x

令
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u
k

= a
k

u

则( C)变为

x
k

= a
k
x - x

k
( t ) , t = t ,

其中 x
k

= a
k
x 它与( B) 的变换形式一样

所以,以不变速度 u = a
k

u k沿测地线 相对于K 平行移动的参考系K 也是惯性系 而

且运动规律不变,且有

定理 2 运动方程 DV/ dt = 0在变换( A)、( B)、( C) 下保持形式不变

当 M
n

= R
n 时,在 Descartes坐标系下( A)、( B)、( C) 是Galilean变换 运动定律在这种变

换下的不变性称为相对性原理 特别, M
n

= R
n 时, 在 Galilean 变换下的不变性称为 Galilean

相对性原理

这表明在任何惯性系中运动规律是一样的;运动方程也是一样的

相对论中借助于 Riemann几何改写质点惯性运动方程为

dx
j

d
= -

j
k lx

k
x

l
( j , k, l = 0, 1, 2, 3)

x
j 称Lorentz坐标, 是固有时间(the proper t ime) 它是质点在时空的世界线( the world line)上

从 t0 到 t运动所经过的时间 此时空是惯性指数为1的 4维伪Riemann流形 Einstein称之

为引力存在时弯曲的 Riemann空间 而-
j
k l x

k
x

l 解释为引力

注意,向量(场)在 Euclid 空间中平行移动时与线路无关, 而在非 Euclid 的 Riemann空间

(流形)中向量场沿曲线不变, 平行移动与线路有关

外力 F 0时运动方程是( 6) 质点运动的轨线一般不是测地线 然而沿此曲线 以不

变速度 u相对于K 平行移动的K 上观察质点x 在U M
n 中的运动与从K 观察到的同一质点

x 的运动是一样的,即在变换 ( A)、( B)、( C)下方程形式不变

事实上,从 K 看方程是

m
DV
dt

b

= F ; ( 14)

从K 上看,方程是

m
DV
dt

b

= Fc# ( 15)

具体地,由( 14) ,为简单计,设 m = 1,

  F = Fkdx
k

= gjk
dÛxj

dt
+ #

j
r l Ûx

r
Ûx

l dx
k

=

gjk
dÛxc

A

dt
+ #

cA
BCÛxc

B
Ûxc

C 5x
j

5 xc
Adx

k
=

DV
dt

b

,

  Fc = F
c
Rdxc

R
= Fk

5 x
k

5 xc
Rdxc

R
= gjk

5 x
j

5 xc
A

5x
k

5 xc
R

dÛxc
A

dt
+ #

cA
BCÛxc

B
Ûxc

C dxc
R

=

g
c
AR

dÛxc
A

dt
+ #

cA
BCÛxc

B
Ûxc

C
dxc

R
=

DVc
dt

b

,

即( 14)与( 15)一致# 从 K 和Kc 观察,质点遵循同样的规律运动,其中

  g
c
AR= gjk

5 x
j

5 xc
A

5x
k

5 xc
R,

而   #
cA
BC =

5 xc
A

5x
j

5 x
r

5 xc
B

5x
l

5 xc
C #

j
r l +

5xc
A

5x
j

5
2
x

j

5 xc
B
5xc

C# 
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在( A)下, #cjrl = #
j
r l ;在( B) 下, #

cA
BC= a

Ac
j a

r
Bc a

l
Cc #

j
r l# 

综上述,

  Fc = F
c
Rdxc

R
= Fk

5 x
k

5 xc
Rdxc

R
, F = Fkdx

k
,

  Fc =
DVc
dt

b

=
D( V- u)

dt

b

=
DV
dt

b

= F# ( 16)

2  协 变性

如上,可见在 Riemann曲率不为零的 Riemann流形 M
n 中,Newton运动方程不是在 Galilean

下不变,而是在 (A)、( B)、( C) 下不变 # 只有 M
n

= R
n
或在M

n
的充分小的坐标邻域中在

Descartes坐标系下才在 Galilean下不变# 再者力学规律由微分方程描述, 而流形上有许多坐

标系, 在这些坐标系的变换下, 运动方程是否不变? 也就是说,质点从一坐标邻域运动到另一

坐标邻域时,运动方程是否改变? 如何改变? 研究质点在流形中的运动可否任选一坐标系

( U, U) 就可以了? 为此, 必须考察一般坐标变换下运动方程的变化规律# 即运动方程的协变

性# 所谓协变是:在坐标变换下运动方程保持它的形式# 不是所有方程在坐标变换下是协变

的# 有些方程在某些坐标变换下是协变的,在另一些坐标变换下不是协变的# 这里有两个问

题:保持某一类方程的形式,寻找使方程协变的变换;保持某种变换而改变方程的形式(如 Ein-

stein所做)# 我们现在证明

定理 3 Newton方程 m (DV/ dt )
b

= F在一般坐标变换下是协变的# 此方程在 Riemann

流形 M
n 中,不管它是平坦的还是弯曲的,都是正确的# 

我们先提出如下

一般协变原理 力学方程在 Riemann流形 M
n 中成立,只要它满足下述两个条件:

11 这个方程在Euclid空间 R
n

) ) ) 平坦的 Riemann流形中成立, 即当 Riemann 度量 gjk 是

Euclid度量 Djk( = 1, j = k; = 0, j X k) ,且连络系数 #jk l = 0, j , k , l = 1, 2, , , n 时,它与空

间 R
n 中的方程一致;

21 这个方程是一般协变的,即在一般坐标变换 x | y xc 下,它保持自己的形式不变# 

如前,在Riemann流形 M
n 中Newton方程是

  m
DV
dt

b

= F ( 17)

即   mgjk
dÛx

j

d t
+ #

j
r l Ûx

r
Ûx

l
= Fk , ( 18)

其中速度 V = Ûx
j
5 j ,加速度 DV/ dt , 作用力 F = Fkdx

k
# 

由( 18) , M
n

= R
n 时,在 Decartes坐标系 x

j 下, 度量 gjk = Djk , #
j
kl = 0, ( 18) 变为

  m
dÛx

j

dt
= F j , ( 19)

( 17)变为

  md V/ dt = F# ( 20)

条件 1被满足# 由于 M
n的每一点有一邻域微分同胚于R

n
,故在 M

n 的每一点的充分小的邻域

中存在Decartes坐标系使得在此充分小的邻域中运动方程取( 19)、( 20)的形式# 但若取任意坐

标系, 不仅在此邻域内, 即此 M
n

= R
n
, 由于 #jkl 明显出现, 方程仍是( 17)、( 18) 的形式(见后
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述)# 

在一般坐标变换 7 : x | y xc下, 7 * 5 j =
5xc

A

5x
j 5cA,

  7 * V = Ûx
j

7 * 5 j = Ûx
j 5 xc

A

5x
j 5cA = Ûxc

A
5cA= Vc, ( 21)

  Ûxc
A

= a
A
j Ûx

j
, a

A
j =

5xc
A

5x
j # 

绝对微分 5j = a
A
j 5cA ,得

  Xlj 5 l = ( da
A
j + a

B
j X

cA
B )5cA,

  X
l
ja

A
l = da

A
j + a

B
j X

cA
B ,

  X
cA
B = a

j
B( X

l
j a

A
l - da

A
j ) = a

j
B X

l
j a

A
l + a

A
j da

j
B,

  #
cA
BCdxc

C
=

5x
j

5 xc
B

5xc
A

5 x
l #

l
j kdx

k
+

5xc
A

5x
j

5
2
x

j

5 xc
B
5xc

Cdxc
C
,

故   #c
A
BC =

5x
j

5 xc
B

5x
k

5 xc
C

5xc
A

5x
l #

l
j k +

5xc
A

5x
j

5
2
x

j

5 xc
B
5xc

C# ( 22)

由( 17)、( 18)及( 22) , 且因度量

  g = g jkdx
j

ª dx
k

= gjk
5 x

j

5 xc
B

5x
k

5 xc
Cdxc

B
ª dxc

C
= g

c
BCdxc

B
ª dxc

C
= gc,

有

  F
c
Cdxc

C
= Fk

5 x
k

5 x
cCdxc

C
= mg jk

5 x
j

5 xc
B

5x
k

5 xc
C

5xc
B

5x
j

dÛx j

dt
+ #

j
r l Ûx

r
Ûx

l dxc
C

=

mg
c
BC

dÛxc
B

dt
+

5xc
B

5x
j

5 x
r

5 xc
A

5x
l

5 xc
D#

j
r l +

5xc
B

5x
j

5
2
x

j

5 xc
A
5xc

D Ûxc
A
Ûxc

D dxc
C

=

mg
c
BC

dÛxc
B

dt
+ #

cB
ADÛxc

A
Ûxc

D dxc
C

( 23)

即

  m
DVc
dt

b

= Fc, ( 24)

  mg
c
BC

dÛxc
B

dt
+ #

cB
ADÛxc

A
Ûxc

D
= F

c
C# ( 25)

( 24)、( 25)与( 17)、( 18)形式一样# 即( 17)、( 18)是一般协变的# 条件 2满足# 这里

  F
c
C= Fk5 x

k
/ 5xc

C
# 

在 7 下, ( 17) 与( 24) 的关系是

  Fc = 7 * F = 7 * m
DV
dt

b

= m
D 7 * V

dt

b

= m
DVc
dt

b

或   Fc
#

= m
DVc
dt

= m
D 7 * V

dt
= m 7 *

DV
dt

= 7 * F
#

= ( 7 * F)
#

, ( 26)

即 7 * 与 D, b, # 的作用顺序可交换,其中

  Vc = 7 * V, Fc = 7 * F = F . 7
- 1

, F = 7
*

Fc = Fc . 7# 

根据一般协变原理Newton方程( 17)、( 18)在 Riemann流形中成立,不管它是平坦的还是弯

曲的# 它在流形结构的任何坐标系下都是正确的# 

一般协变原理表明, 力学方程若满足条件 1、2,则由 2,只要此方程在流形中的任何坐标系

下成立,则在所有坐标系中成立# 然而光滑流形局部微分同胚于 R
n
,故在流形的每一点的充
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分小的邻域中存在一类坐标系使得度量 gjk = Djk ( = 1, j = k ; = 0, j X k) , #
j
kl = 0, j , k , l =

1, 2, , , n# 条件1表明在此坐标系中成立,因而在所有坐标系中成立# 所以满足一般协变原

理的力学方程是正确的; ( 17)、( 18) 是最一般的Newton运动方程# 按流形的任何局部坐标系

写出的Newton方程都是( 17)、( 18) 这个形式,而且这个方程是一般协变的# ( 17) 与流形中的

坐标系的选择无关# 即使 M
n

= R
n
,在曲线坐标系或Decartes坐标系以外的任何坐标系下,方

程都是( 17)、( 18) 这个形式# M
n

= R
n
或在M

n
的充分小的区域中采用 Decartes 坐标系, 则

Newton方程是( 19)、( 20) , 它不是一般协变的# 它只有在Gal ilean坐标变换下协变# 这反映了

Galilean相对性原理# 

可从坐标系 ( UA, UA) 中写出Newton方程再推导出在坐标系( UB, UB) 中的Newton方程,只

要 UA H UB X ª且 UB. U
- 1
A 已知# 

方程的一般协变性使我们不必事先选取特定的坐标系统就能写出方程# 一般协变性限制

方程的种类,同时帮助我们挑选正确的表达式# 

这样, Newton方程在 R
n 中的 Galilean不变性变成 M

n 中 ( A)、( B)、( C)下的不变性和一般

协变性# 

但是,若不研究 Galilean变换和(A)、( B)、( C)变换而研究流形上任意坐标系的变换, 那么

对于相对性原理适用的那类坐标系的区分就不存在了# 这时,我们只要一般协变性# 一般协

变性指出,用不同坐标系写出的方程的一致性# 

若把引力场存在的时空想象为 Riemann流形, (按照 Einstein的理论,引力场存在的时空是

弯曲的 Riemann空间,实质上它是惯性指数为 1的伪 4维 Riemann流形# 而我们上面讲的N_R

时空 N 是n + 1维Riemann流形# 当 n = 3时是 4维 Riemann流形# )则得到广义相对论中的

一般协变原理# 

如上述,在平坦的空间中采用Decartes坐标系,则连络系数 #jkl = 0# 但若力学系统采用曲

线坐标系被安排在平坦的空间中,则连络系数十分明显,即 #jkl X 0# 所以我们可以一般地用

包括 Christoffel符号 #jkl ,但不包括 Riemann张量 R
i
j kl的方法写出方程,而不管这个流形是平坦

的还是弯曲的# 故 Newton方程最一般的形式是( 17)、( 18)# 

事实上,设 M
n

= R
n 或在充分小的区域U < M

n中,存在Decartes坐标系 x
j 使得质点在R

n

或 U中的运动方程为

  m
dÛxj

dt
= f j# ( 27)

在一般坐标系 xc
A
下, xc

A
| y x

j
,方程为

  mg
c
CD( &xc

C
+ #

cC
ABÛxc

A
Ûxc

B
) = f

c
D# ( 28)

( 28)如同( 18) ,推导如下# 

R
n
或 U < M

n
中的度量g 在两种坐标系 x

j
和 xc

A
下为

  g = dx
j

ª dx
j

=
5x

j

5 xc
A

5x
j

5 xc
Bdxc

A
ª dxc

B
= g

c
ABdxc

A
ª dxc

B
= gc

且   g
c
AB=

5x
j

5 xc
A

5x
j

5 xc
B,

dx
j

dt
=

5x
j

5 xc
A

dxc
A

dt
# 

由( 27)  f j = m&x
j
= m

5
2
x

j

5 xc
A
5xc

BÛxc
A
Ûxc

B
+

5x
j

5 xc
A&xc

A

设 m = 1,
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xc
C

5x
j f j = &xc

C
+

5xc
C

5x
j

5
2
x

j

5 xc
A
5xc

BÛxc
A
Ûxc

B
,

因而   &xc
C

+ #
cC
ABÛxc

A
Ûxc

B
=

5 xc
D

5x
j

5 xc
C

5x
j

5 x
j

5 xc
Df j = g

cCD
f
c
D# 

由此即得( 28)# m X 1则上式左端乘以 m# 这里在 x
j
下, #

j
k l = 0,

  #
cC
AB=

5xc
C

5x
j

5
2
x

j

5 xc
A
5xc

B, f = f j dx
j

= f j
5 x

j

5 xc
Ddxc

D
= f

c
Ddxc

D
# 

( 28)归结为

  m
DV
dt

b

= f , ( 29)

其中   V = Ûx
j
5 j = Ûx

j 5 xc
A

5x
j 5 cA = Ûxc

A
5cA= Vc# 

可见在 R
n 或 U < M

n 中采用任意坐标系 xc
A
, 则连络系数不消失, 方程为( 28)# 若 xc

A是

Decartes坐标系则连络消失, 方程形如( 27)# 所以,Newton方程统一于( 17) 和( 18)# 

广义相对论中有类似的结论,因 Einstein把引力场存在的空间(时空)看作 4维弯曲的 Rie-

mann空间(实是伪 Riemann空间)# 

外力为零, 无引力存在时,自由粒子在时空中运动时的方程是

  
d2

x
j

dS2 = 0   ( j = 0, 1, 2, 3) , ( 30)

并称坐标系 x
j 为惯性坐标系, S是固有时间# 自由粒子在引力场存在的时空中运动时的方程

是

  
d2

xc
A

dS
2 + #

cA
BC

dxc
B

d S
dxc

C

d S
= 0# ( 31)

一般坐标系 xc
A称为非惯性坐标系, A= 0, 1, 2, 3# 有些作者称 xc

A为Lorentz坐标系# ( 31) 中,

首项为加速度,第二项为惯性力# 按照等效原理, 引力与惯性力无区别,故- #
cA
BCÛxc

B
Ûxc

C是惯性

力也是引力# 

由此可见N_R时空中的Newton力学与广义相对论中力学的异同# 前者的时空是 n + 1维

Riemann流形,时间是绝对时间;后者的时空是惯性指数 1的 4维伪 Riemann流形, 时间是固有

时间# 前者认为若 Riemann流形是平坦的或局部平坦的,则存在 Decartes坐标系 x
j 使 # j

k l = 0,

则运动方程为( 27) ,若改为任意坐标系 xc
A
, 则为( 28) ; 后者认为在平坦的 4维伪 Riemann 流形

中没有引力场存在,则存在惯性坐标系 x
j
使粒子的运动方程为( 30) ,若存在一般坐标系 xc

A
,运

动方程为( 31) ,则引力场存在,时空是弯曲的伪 Riemann流形# 若外力存在, 则运动方程分别

为

  m
d2

x
j

dS2 = f j , dS2
= Gjkdx

j dx
k
, ( 32)

及   m
d2

xc
C

dS2 = - m #
cC
AB

dxc
A

dS
dxc

B

d S
+ gc

DC
f
c
D, ( 33)

  dS2
= g

c
CDdxc

Cdxc
D
,

  Gjk = 1, j = k = 0, Gjk = - 1, j = k = 1, 2, 3; Gjk = 0, j X k ,

  g
c
CD= Gjk

5 x
j

5 xc
C

5x
k

5 xc
D,   A, B, C, D= 0, 1, 2, 3# 

( 32)、( 33)与( 27)、( 28)的形式一样# 
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几何上,空间是平坦的,若且仅若 Riemann张量消失# Riemann 张量是具有连络的流形的

曲度的量度# 

平坦流形: Euclid空间,Minkowski空间 ))) 惯性指数1的伪Euclid空间, 它们的Riemann张

量是零张量# 这不意味在任意坐标系中 Christoffel符号 #jk l 为零, 但这些符号的函数 R
i
j kl 等于

零# 因此多数物理定律以包括Christoffel符号 #
j
k l 但不包括 Riemann张量 R

k
ijk的方法写出# 

如前述Newton定律,不管流形是弯曲的还是平坦的# 因此主张广义相对论时空中物理定律正

好象它们在平坦的Minkowski空间的平坦时空中在曲线坐标系下所有的同样的数学形式# 而

且的确如此# 这叫(物理场对时空曲率的) 最小作用原理或强等效原理# 这里需要强调之点

是这个相当显著的情况: 通过以曲线坐标来表达平坦空间的物理定律得到此定律的弯曲空间

的形式# 

本文不是讨论相对论只是指出所论与相对论的某些关系及其异同,不再继续下去# 

顺便指出: 流形上作用力与反作用力沿测地线大小相等方向相反# 

对一些知识和资料请参阅[ 3]、[ 4]、[ 5]、[ 6]、[ 7]# 
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D y n a m i c s i n N e w t o n i a n _ R i e m a n n i a n S p a c e _ T i m e ( Ò )

ZHANG Rong_ye

( Institute of Ma thematics , Academ ia Sin ica , Beijing 100080, P R Chin a )

Abst ra ct: The r elativity o f motion and covar iance of equation of motion in New tonian_Riemannian

space_time, some relationship between Newton. s mechanics in N_R space_time and the general rela-

tivity, their difference and identity ar e discussed.

Key wo rds: pseudo_Riemannian manifold; Riemannian manifold; absolute differential; parallel dis-

placement; relativity ; c ovariance
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