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摘要 :  从一个特征值问题出发, 首先推导一族非线性发展方程, 其中包括著名 MKdV 方程做为特

殊约化, 进一步证明这族方程在 Liounille意义下可积并具有 Bi_Hamilton 结构# 而在位势函数和特

征函数之间的一定约束下,特征值问题被非线性化为一完全可积的有限维Hamilton系统# 
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引   言

寻找新的有限维和无穷维可积系统是孤立子理论研究的重要课题,近年来,二种分别产生

有限维和无穷维可积Hamilton系统的有效途径被提出, 首先由屠规彰教授提出的迹恒等式是

构造无穷维可积 Hamilton系统的十分有效的代数方法, 从一个适当的特征值问题出发,许多可

积系统(如 AKNS,TC,TA, BPT, Yang 族等)及其Hamilton结构被获得[ 1~ 3] ;其次曹策问教授提出

非线性化方法是从孤立族中产生新的有限维可积Hamilton系统的一种有效途径,在位势函数

和特征函数之间的 Bargmann 或 Neumann约束下,特征值问题被非线性化为有限维完全可积

Hamilton系统[ 4~ 9]# 在本文同时应用这二种方法研究如下特征值问题# 

  Wx = UW=
u v + K

v - K - u
W, (1)

其中 u, v 表示位势, K为特征参数# 在第 1节从问题(1) 出发, 首先推导一族新的非线性发展

方程,其中两个典型方程为

  ut =
B
2 [- vxx + 2u

2
v + 2v

3
] ,  v t = B

2 [- uxx - 2uv
2
- 2u

3
]# (2)

  ut =
B
4
[- uxxx + 6( u2+ v

2
) ux ] ,  v t =

B
4
[- vxxx + 6( u2+ v

2
) v x ]# (3)

当 B= 4, v = 0或 B= 4, u = 0时,方程组( 3) 化为MKdV方程# 进一步我们证明这族方程在

Liouville意义下可积并具有 Bi_Hamilton 结构# 第 2节我们将给出这族方程的 Lax 表示# 第 3
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节通过对特征问题( 1)的非线性倾,在位势函数和特征函数之间的一定约束下, 得到了一个

Bargmann系统,并进一步证明这个 Bargmann系统是一个完全可积的有限维Hamilton系统# 

1  非线性方程族及其 Bi_Hamilton结构

取 loop代数 �A = A 1 ª C [ K, K
- 1
] 的一组基

  h ( n) =
1 0

0 - 1
K
n
,  e( n ) =

0 1

0 0
K
n
,  f ( n) =

0 0

1 0
K
n# 

容易验证它们之间具有如下运算关系:

  [ h ( m) , e( n) ] = 2e (m + n) ,  [ h ( m) , f ( n) ] = - 2f ( m + n ) ,

  [ e ( m) , f ( n) ] = h ( m+ n)# 

将谱问题( 1)中的 U可表示为

  U = e(1) - f (1) + uh(0) + v( e(0) + f (0) )# 

设 V = ah (0) + be(0) + cf (0) ,解伴随方程

  Vx = [ U, V] ,

可得到

  ax = v( c - b ) + K( b + c) ,

  bx = - 2ub - 2va - 2Ka ,

  cx = 2va - 2uc - 2Ka# 

将 a = E
m\0

amK
- m
, b = E

m \0
bmK

- m
, c = E

m \0
cmK

- m代入上述方程,进一步得到

  amx = v ( cm - bm) + ( bm + cm) ,

  bmx = 2ubm - 2vam - 2am+ 1,

  cmx = 2vam - 2ucm - 2am+ 1# 

由此可解得前几个为

  a0 = 0,  b0 = B,  c0 = - B,

  a1 = Bu,  b 1+ c1 = 2Bv ,  b 1- c1 = 0,

  a2 = -
B
2
vx ,  b2+ c2 = Bux ,  b2- c2 = B( u2 + v

2
) ,

  a3 =
B
4 (- uxx + 2uv

2
+ 2u

3
) ,  b3+ c3 =

B
2 (- v xx + 2vu

2
+ 2v

3
) ,

  b3- c3 = B( vux - uvx ) ,  a4 =
B
8
[ vxxx - 6( u2+ v

2
) v x ] ,

  b4+ c4 =
B
4
[- uxxx + 6( u2+ v

2
) ux ] ,

  b4- c4 =
B
4
[- 2( uuxx + vv xx) + ( u

2
x + v

2
x + 3u4+ 3v4+ 6u2v 2) ]# 

及

  
2am+ 1

bm+ 1+ cm+ 1
= M

2am

bm + cm
, (4)

其中   bm - cm = 25- 1u( bm + cm) - 45- 1vam ,

  M =

- 2u5- 1v 1
2
5 + 2u5- 1u

1
2
5 - 2v5- 1 v 2v5- 1u

,  5 = 5
5x ,  55- 1 = 5- 15 = 1# 
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下文中,如果 g = g ( K) ,我们简记 gc = g ( L) ,通过计算可得

[ L( U( K) - U( L) / ( K- L) , V( L) ] = [ L( e (0) - f (0) ) , ach(0) + bce(0) + ccf (0) ] =

      ( Lbc+ Lcc) h (0) - 2Lac( f ( 0) + e(0) )# 

于是我们获得一族非线性发展方程

  ut = bm+ 1+ cm+ 1,  v t = - 2am+ 1, (5)

在方程族( 5)中, 取 m = 2, m = 3时,即得方程(2) 和(3)# 

将方程族( 5)等价地表示为

  ( u t , v t )
T
= JGm = KGm- 1, (6)

其中

Gm =
G
(1)
m

G
(2)
m

=
2am+ 1

bm+ 1+ cm+ 1
,  J =

0 1

- 1 0
,

K = JM =

1
2
5 - 2v5- 1v 2v5- 1u

2u5- 1 v 1
2 5 - 2u5- 1u

# 

命题 1  J 和K 均为斜对称算子,即 J
*
= - J, JM = M* J# 

证明

J
*
=

0 - 1

1 0
= - J ,  JM =

1
2
5 - 2v5- 1v 2v5- 1u

- 2u5- 1v 1
2 5 - 2u5- 1u

= M
*
J# 

为把方程族( 6)写为Hamilton形式,我们应用迹恒等式[ 1~ 3]

  D
5 ui

3V, 5 U5K4= K- r 5
5 K

KC3V, 5 U5u i
4 (7)

其中 3x , y4= tr( xy ) , C为待定常数# 由于

  3V, 5 U5 u4= 2a,  3V, 5 U5v 4 = b+ c,  3V, 5U5K4 = c - b,

则由( 7)得到

  D
Du
,
D
Dv

T

( c - b) = K- C 5
5K( K

C
(2a, b + c)

T
)# 

比较 K- m 的系数有

  D
Du
,
D
Dv

T

( cm+ 1 - bm+ 1) = (- m + C) (2am , bm + cm)
T
)# 

在上述方程中, 取 m = 0, 可得 C= 0,因此

  Gm =
DHm

Du
,
DHm

Dv

T

,  Hm =
bm+ 2- cm+ 2
m + 1 # (8)

由( 6)、( 8) ,便得到方程族( 6)的 Bi_Hamilton结构

  ( u t , v t )
T
= J

DHm

Du
,
DH m

Dv

T

= K
DHm

Du
,
DHm

Dv

T

# (9)

概括起来,我们得到如下结论

定理 1  � ) 方程族( 6)Liouville 意义下可积# � ) 函数 Hm 构成方程族( 6) 两两可换的

守恒密度# � ) 方程族( 6)具有 Bi_Hamilton结构形式( 9)# 
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2  方程族( 6)的 Lax 表示

命题 2  特征值问题( 1)等价于

  LW=
v - 5 - u

5 - u - v
W= KW, (10)

算子 L 的Gateaux 导数为单同态映射

  Lc( N) = d
dEL( u + EN1, v + EN2) | N= 0 =

N2 - N1

- N1 - N2
# 

考虑 V = V 1+ V 25和 L = L1+ L25的换位子[ V, L] , 其中

  V1 =
A B

C D
,  V2 =

0 E

- E 0
,  L1 =

v - u

- u - v
,  L2 =

0 - 1

1 0
,

A , B, C , D, E 为待定函数,直接计算可知

[ V, L] = [ V1, L1] - L2V1x + V2L1x + ( [ V1, L2] - [ L1, V2] +

V2L2x - L2 V2x)5 + [ V2, L2]52 =

- ( B - C) u - Eux + Cx - 2Bv - (A - D) u - Evx + Dx

2Cv + (A - D) u - Eux + Cx ( B - C) u + Eux - Bx
+

- 2Eu + ( B + C ) - Ex - 2Ev - (A - D)

- 2Ev - (A - D ) 2Eu - ( B + c) - Ex
5# (11)

另一方面,对任意给定 G = ( G
(1)
, G

( 2)
)
T
,有

  Lc( KG) - Lc(JG) L =
k11 k 12

k21 k 22
+

- G
(2)

G
(1)

G
(1)

G
(2)

5, (12)

其中

  k11 =
1
2
G
( 2)
x + 2u5- 1( vG(1)

- uG
(2)
) + ( vG

(1)
- uG

(2)
) ,

  k12 = -
1
2
G
(1)
x + 2v5- 1( vG (1)

- uG
( 2)
) - ( uG

(1)
+ vG

( 2)
) ,

  k21 = -
1
2
G
(1)
x + 2v5- 1( vG (1)

- uG
( 2)
) + ( uG

(1)
+ vG

( 2)
) ,

  k22 = -
1
2
G
(2)
x - 2u5- 1( vG (1)

- uG
(2)
) + ( vG

(1)
- uG

( 2)
)# 

我们希望有

  [ V, L] = Lc( KG) - Lc(JG) L# (13)

将( 11)、( 12)代入( 13) ,比较可得

  E = 0,  A =
1
2
G
(1)
,  D = -

1
2
G
(1)
,

  B =
1
2
G
( 2)
- 5- 1( vG(1)

- uG
(2)
) ,  C =

1
2
G
(2)
+ 5- 1( vG (1)

- uG
( 2)
)# 

于是有

命题 3  设 G
(1)
, G

(2) 为二个任意光滑函数, G = ( G
( 1)
- G

(2)
) ,取

  V = V( G) =
1
2

G
(1)

G
(2)
- 25- 1( vG(1)

- uG
(2)
)

G
(2)
+ 25- 1( vG( 1)

- uG
( 2)
) - G

(1)
,

则有
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  [ V, L] = Lc( KG) - Lc(JG) L# (14)

命题 4  设 Gj = ( G
(1)
j , G

(2)
j )

T
为(4) 所定义的 Lenard递推序列, 取 Vj = V( Gj ) , Wm =

E
m

j = 0
Vj- 1L

m- j
,则

  [ Wm , L] = Lc( JGm)# 

证明  [ Wm , L] = E
m

j= 0

[ Vj , L ] L
m- j

=

E
m= j= 0

( Lc(KGj- 1) Lm- j - Lc( JGj- 1) L
m- j+ 1

) = Lc( JGm)# 

定理 2  发展方程族( 6)具有 Lax 表示

  L t = [ Wm , L]   ( m = 0, 1, ,) ,

即方程( 6)为 LW= KW, Wt = WmW的相容条件# 

3  方程( 1)的非线性化和一个有限维可积系统

假设 K1, K2, ,, KN 为方程(1)N 个不同的特征值, ( qj , pj ) 为相应的特征函数,则 Kj 的泛函

梯度为

  ¨Kj =
DKj
Du

,
DKj
Du

T

= (2qjpj , - q
2
j + p

2
j )
T# (15)

命题 5  方程族( 6)中的 K , J 为Lenard算子对,即

  K K̈j = KjJ¨Kj# (16)

证明  利用方程( 1) ,可得如下关系

  ( qjpj ) x = Kj (- q
2
j + p

2
j ) + v( q

2
j + p

2
j ) ,

  (- q
2
j + p

2
j ) x = - 4Kjqjpj - 2u( q 2j + p

2
j ) ,

  q
2
j + p

2
j = 45- 1vqjpj - 25- 1u(- q2j + p

2
j )# 

由此即得( 16)# 

考虑 Bargmann约束 G0 = E
N

j= 0
¨Kj ,即

  u = 3q, p4,  v =
1
2
(3p , p4- 3q, q4) , (17)

其中 q = ( q1, q2, ,, qN ) T , p = ( p 1, p 2, ,, pN ) , 而3#, #4表示 R
N 中的内积,在 Bargmann约束

( 17)之下,特征值问题( 1)被非线性化为

  qx = 3q, p4q + 1
2
(3p , p4- 3q, q4) p + +p = -

5H
5p , (18a)

  px = - 3q, p4p + 1
2
(3p , p4- 3q, q4) q - +q =

5H
5 q , ( 18b)

其中 + = diag( K1, K2, ,, KN ) , Hamilton函数 H 为

H =
1
4 (3p , p4- 3q, q4)3q, q4- 1

43p , p42- 1
2 3q, p42- 1

23+p , p4- 1
23+q, q4,

在辛空间 (R
2N
, dp +dq) 上二个函数的Poisson括号定义为

  ( F, G) = E
N

j= 1

5F
5 qj

5G
5pj

-
5F
5pj

5G
5qj = 35F5 q ,

5G
5p4- 35F5p ,

5G
5 q4,

可以证明它为斜对称、双线性且满足 Jacobi恒等式,特别如果 ( F, G) = 0,则称 F, G 可换# 
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假设 K1 < K2 < ,< KN , 并定义

  #k = E
N

j = 1, j X k

Bkj

Kk - Kj
,  Bkj = pkqj - pjqk# 

根据等式[ 5, 6]

  (3q, p4, qlp l ) = (3q, p4, #l ) = ( #k , #l ) = 0,

  ( p
2
k , p

2
l ) = ( q

2
k , q

2
l ) = ( qkp k , qlpl ) = 0,

  (3q, p4, p 2l ) = 2p 2l ,  (3q, p4, q2l ) = - 2q2l ,

  ( qk , pk , p
2
j ) = 2p kp lDkl ,  ( q

2
k , p

2
l ) = 4qkplDkl ,  ( q2k , qlpl ) = 2qkqlDkl ,

  ( p
2
k , 3q, q4) = - 4p kqk ,  ( q 2k ,3p, p4) = 4p kqk ,

  (3q, q4, 3p , p4) = 43q, p4,  (3q, q4, 3q, p4) = 23q, q4,

  ( #k , q
2
l ) =

4Bkl
Kk - Kl

qk , ql ,  ( #k , p
2
l ) =

4Bkl

Kk - Kl
p k , p l ,  ( #k , qlpl ) =

2Bk l
Kk - Kl

( qkp l +

pkql )

可证明如下结论

命题 6  定义

Ek =
1
4
(3p , p4- 3q, q4) q2k - 1

4
3p , p4p 2k - 1

2
3q, p4qkpk - 1

2
Kkp

2
k -

1
2
Kkq

2
k +

1
2
#k

则 E1, E2, ,, EN 构成两两可换系统,即( Ek , E l ) = 0# 

在 R
N
上定义一个双线性函数

  Qz( N, G) = 3( z - +) - 1N, G4= E
N

k= 1

( z - Kk)
- 1NkGk = E

]

m= 0

z
- m- 13+N

m

, G4# (19)

则可换系统 Ek 的生成函数为

F =
1
4
(3p, p4- 3q, q4)Qz ( q, q) -

1
4
(3p , p4Qz( p , p ) -

1
2

3q, p4Qz( q, p ) -

    1
2
Qz ( +p, p ) -

1
2
Qz( +q, q) +

1
2

Qz( q, q) Qz ( q, p)

Qz( p , q) Qz (p , p)
= E

N

k= 1

Ek
z - Kk

# (20)

命题 7  如下定义的函数两两可换,且 Fm = E
N

k= 1

KmkEk , m = 1, 2, ,

F0 = H =
1
4
(3p, p4- 3q, q4)3q, q4- 1

4
(3p, p42 - 1

2
3q, p42-

    1
2
(3+p, p4- 1

2
( +q, q) ,

Fm =
1
4
(3p, p4- 3q, q4)3+mq, q4- 1

4
3p , p43+mp , p4-

    1
2

3q, p43+mq, p4- 1
2

3+m+ 1p , p4- 1
2

3+m+ 1q, q4+

    1
2 E

m

j = 1

3+j- 1q, q4 3+j- 1q, p4

3+m- jp, q4 3+m- jp , q4
# 

证明  将( 19)中 Qz 的Laurent展开及( z - Kk)
- 1
= E

]

m= 0
z
- m- 1Kmk 代入(20) 两边, 可得

  F = E
]

m= 0
z
- m- 1

Fm = E
]

m= 0
z
- m- 1 E

N

k= 1
KmkEk = E

N

k= 1

Ek
z - Kk

# 

定理 3  在 Bargmann约束( 17)之下, 由( 18)定义的 Hamilton系统( R2N , dp +d q,H = F 0)
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在Liouville意义下完全可积# 
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A New Completely Integrable Liouville. s System, Its

Lax Representation and Bi_Hamiltonian Structure

FAN En_gui1,  ZHANG Hong_qing2

( 11 In stitute of Ma them atics , Fudan Univer sity , Shanghai 200433, P R China ;

21Depa rtm ent of Applied Mathema tics , Dalian Un iver sity of Techn ology ,

Da lian 116024, P R China )

Abstract: A new isospectral problem and the corresponding hierarchy of nonlinear evolution equations

is presented. As a reduction, the well_known MKdV equation is obtained. It is shown that the hierar-

chy of equations is integrable in Liouville. s sense and possesses Bi_Hamiltonian structure. Under the

constraint between the potentials and eigenfunctions, the eigenvalue problem can be nonlinearized as

a finite dimensional completely integrable system.

Key words: integrable system; Lax representation; Bi_Hamiltonian structure
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