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摘要:  讨论了一类半线性抛物方程的自适应有限元方法,即空间连续、时间间断的时空有限元方

法# 利用有限元方法和有限差分方法相结合的技巧, 不对时空网格施加限制条件, 证明弱解的存

在唯一,并且给出了时间最大模、空间 L 2模, 即 L ] ( L2) 模的误差估计, 同时给出了数值分析结果,

并对理论结果作了验证# 
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引   言

本文考虑如下形式的方程

  

u t - $u = f ( u) ,   8 @ [ 0, T ] ,

u | 5 8 = 0,      5 8 @ [ 0, T ] ,

u( #, 0) = u
0
, 8,

(1)

其中, 8 I R
2
,函数 f ( u ) 满足:

  | f ( u) | [ c | u | ,   Pu I C( 8)# (2)

而且, f ( u) 是 Lipschitz连续函数, 即满足

  | f ( u) - f ( v) | [ L | u - v | ,   Pu, v I C( 8 ) , (3)

L 为 Lipschitz常数, c 为正常数# 

我们知道, 对于上述形式的抛物方程, 其解结构特征复杂, 在有限时间内会出现奇点,因

此,为求得准确的数值解,有必要选择适应间断问题的有效数值方法# 空间连续,时间间断的

时空有限元方法,在时间和空间两个方向同时使用有限元离散, 不仅实现了时空变量的统一处

理,而且能够灵活处理间断问题# 更为重要的是, 它可以在不同的时空片采用不同的网格剖

分,形成高度自适应方法# 自适应时空有限元方法,有两个基本特点,一是可靠性,在计算过程

中,通过无结构时空网格的自动选择来控制离散误差, 尽可能减少误差积累;一是有效性,通过

自适应算法实现几乎最优网格的生成, 并实现尽可能少的自由度# 

利用自适应时空有限元方法求解抛物方程,文[ 1]对线性模型进行了讨论,并给出空间 L 2
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模误差估计# 在[ 2] 中, 首次给出了抛物型问题自适应方法的有效性和可靠性分析,并给出最

优L ] ( L 2) 和 L ] ( L ] ) 模误差估计# 进一步,在[ 3] 中推广到一般非线性问题# 在这些文章

中,其共同特点是,在进行先验和后验误差估计时,以连续或离散的对偶问题的强稳定性和误

差估计为基础, 同时利用了局部误差估计结果、Galerkin 正交性等性质, 而且对时空网格施加

了限制条件 kn \ ch
2# 虽然在文[ 4] 中重新定义依赖于网格步长的模,但网格还必须满足上述

限制条件# 本文对方程(1) 所讨论的间断时空有限元方法,类似于文[ 5] 中对SchrÊdinger方程
的讨论,不考虑对偶问题, 把有限元方法和有限差分方法相结合, 在时间离散区间 I n 内, 利用

Radau点处的 Lagrange插值多项式的特性,在对时空网格没有附加限制条件的情况下, 证明了

弱解的存在唯一,并给出时间最大模,空间 L
2模, 即 L

]
( L

2
) 模误差估计# 

文中首先引入一些定义和概念,第 2节给出弱解的存在唯一性证明,然后证明了有限元解

的 L
]

( L
2
) 模误差估计,最后给出数值分析结果# 

1  定 义和 概 念

为了引进方程( 1)的时空有限元方法,首先对时间区间 [ 0, T ] 离散# 设0 = t
0

< t
1

< ,

< t
N

= T , I n = ( t
n

, t
n+ 1

] ,时间步长 kn = t
n+ 1

- t
n
, n = 0, 1, 2, ,, N - 1# 定义时空区域 Q

B= 8 @ [ 0, T ] ,时空片 S
n B= 8 @ In# 并记 #hn 是S

n
的一种剖分, S是剖分单元, e 单元 S的

边界# hS是单元S的直径, hn = max
SI #

hn

hS, h = max
n

hn# 

定义 1  对每一时间区间 I n,定义有限元空间

  S
n
h = V I H

1
0( 8) BV | S I Pr- 1( S) , S I #hn ,

其中, Pr- 1( S) 表示 S上的 r - 1次多项式, n = 0, 1, ,, N - 1# 

定义 2  空间 V
n
h = U | S

n B= U= E
q- 1

j = 0

t
j Vj ( x ) , V I S

n
h # 即对 P t I In, U I S

n
h,而对

Px I 8, U是 t 的 q - 1次多项式,并且在时间剖分点 t
n
( n = 0, 1, ,, N - 1) 处允许间断# 

文中仍用 H
m

( 8 )、L
2
( 8) 以及 L

]
( 8) 表示通常的 Sobolev空间, 且它们的模分别记为

+# +m , +# +, 和 +# + ] # 

定义 3  空间 L
2
( I n, L

2
( 8 ) ) 上的范数: ||| v ||| n B= QI

n

+v( t ) +2dt
1/ 2

, Pv I L
2
( In ,

L
2
( 8) ) # 

定义 4  空间 L
]

(�I n, L
2
( 8) ) 上的范数为max

I
n

+# +,其中 +# +表示 Sobolev空间 L
2
( 8 )

上的范数# 

定义 5  对给定的 s , m = 0, 1, ,, Pv I H
m

( 8 ) ,定义模

  +h
s
n v +m, h = E

SI #
hn

h
2s
S +v +2

mS
1/ 2

# 

定义 6  椭圆投影 Pn: H
1
0( 8) y S

n
h,满足

  ( (̈ Pnu - u) , ¨V ) = 0,   P V I S
n
h# 

引理 1  椭圆投影的误差估计

  + (̈ u - Pnu ) + [ c +h
s- 1
n u + s , h ,   u I H

s H H
1
0, 2 [ s [ r# 

  +u - Pnu + [ c +h
s
nu + s , h,   u I H

s H H
1
0, 2 [ s [ r# 
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此引理的证明可参看[ 1, 2, 3]# 

另外,文中出现的 c表示正常数,并且每个 c 不一定相同# 

2  弱解的存在唯一性

首先给出方程( 1)的弱形式# 为此,用 v I C( Q) 乘方程的两端,得

  QI
n

( ut , v) dt + QI
n

( ü, v̈ )dt + ( [ u
n
] , v

n
+ ) = QI

n

(f ( u) , v )dt# 

其中时间跳跃项

  [ u
n
] = u

n
+ - u

n
- ,  u

n
? ( t ) = lim

Ey 0
?

( t
n

+ E)# 

( [ u
n

] , v
n
+ )是L

2投影算子,表示不同时空片之间的数据输运过程,也体现了该方法在时间节点

t
0
, t

1
, t

2
, ,, t

N- 1 处允许间断的特点# 利用对时间 t的积分:QI
n

u tdt = u
n+ 1

- u
n
+ ,并代入相应

的有限元空间近似函数, 经整理,方程的弱形式为:求 U I V
n
h, 使得对 Pvh I V

n
h ,有

- QI
n

( U, vht )dt + QI
n

( Ü , v̈h )dt + ( U
n+ 1

, v
n+ 1
h ) - ( U

n
, v

n
h+ ) = QI

n

(f ( U) , vh) dt# (4)

下面证明弱解的存在唯一性# 为此,对于每一 q \1,考虑 Radau方法

Q
1

0
g( s )ds U E

q

j = 1

w jg( sj ) ,   0 < s1 < s2 < , < sq = 1# (5)

此积分法则具有 2q - 2阶精确度# 

对于固定的 q \ 1, 在插值节点 s1, s2, ,, sq 处, 定义 Lagrange 插值基函数 l i
q
i = 1,

l i ( s) = F
q

j X i , j= 1( s - s j ) / ( si - sj )# 进一步, 作线性变换 t = t
n

+ skn , 把[ 0, 1] 区间映射到

区间�I n,则有

  t
n, j

= t
n

+ sjkn , t
n, q

= t
n+ 1

, ln, j ( t ) = lj ( s) ,

  w n, j ( t ) = Q
t
n+ 1

t
n ln, j ( t )dt = knQ

1

0
lj ( s )ds = knwj   ( j = 1, 2, ,, q )# 

这样,记 U
n, j

( x ) = U( x , t
n, j

) I S
n
h ,利用 Lagrange插值, U( x , t ) I 8 @ In 可表示为

  U( x , t ) = E
q

j = 1
ln, j ( t ) U

n, j
( x )# (6)

进一步,在( 4)中,取 vh = ln, i ( t ) W( x ) I V
n
h , W( x ) I S

n
h,并令 wn, j = QI

n

l
2
n, jdt > 0,代入

式(4) , 整理得

- QI
n

E
q

j = 1
l n, j ( t ) U

n, j
, E

q

k= 1
ln, k( t ) l

c
n, i ( t

n, k
) W dt + QI

n

E
q

j = 1
ln, j ( t ) ¨U

n, j
,

    E
q

k= 1

ln, kl n, i ( t
n, k

) ¨W dt + ( U
n, q

ln, q , ln, i ( t
n+ 1

) W) - l n, i ( t
n
) ( U

n
, W) =

    - E
q

j = 1
w n, jl

c
n, i ( t

n, j
) ( U

n, j
, W) + knw i ( ¨U

n, i
, ¨W) +

    Dq , i ( U
n, q

, W) - ln, i ( t
n
) ( U

n
, W) =

    QI
n

( f ( U) , l n, i ( t ) W) dt# 
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定义不依赖于 kn 的q @ q矩阵M、N,且 Nij = wn, jl
c
n, i ( t

n, j
) = w jl

c
i ( sj ) , Mij = eqe

T
q - Nij ,

其中 e
T
q = (0, 0, ,, 0, 1) I R

q# 则对 P Y= ( y
n, 1

, ,, y
n, q

)
T I R

q
,有

  Y
T
MY = E

q

i= 1
Dqiy

n, q
y

n, i
- E

q

i, j = 1
wn, jl

c
n, i ( t

n, j
) y

n, i
y

n, j# 

引理 2  设 D = diag s1, s2, s3, ,, sq ,令

  �M = D
- 1/ 2

MD
1/ 2

, A=
1
2
min

w 1

s1
, ,,

wq- 1

sq- 1
, 1 + wq > 0,

则 �M 是正定的,即对 PX I R
q 有

  X
T
�MX \ A| X |

2
= A E

q

i= 1
x
2
i # 

此引理证明参看[ 5]# 

令 Û
n, j

= s
- 1/ 2
j U

n, j I S
n
h, 则对 P( x , t ) I 8 @ In , U( x , t ) 可表示为

  U( x , t ) = E
q

j = 1

s
1/ 2
j Û

n, j
( x ) ln, j ( t )# 

进一步,在( 4)中,令 vh = s
- 1/ 2
i ln, iW, W I S

n
h,则有

  Dqi ( Û
q
, W) - ( U

n
, s

- 1/ 2
i l n, i ( t

n
) W) - E

q

j = 1
w n, jl

c
n, i ( t

n, j
) s

- 1/ 2
i s

1/ 2
j ( Û

n, j
, W) +

      knw i ( ¨Û
n, i

, ¨W) = QI
n

( f ( U) , s
- 1/ 2
i l n, iW)dt   ( i = 1, 2, ,, q )# (7)

定理 1  设 U
n 是S

n- 1
h 中给定的解,则对充分小的 kn, 存在 Û

n, j q
j = 1 I S

n
h

q
满足(7) ,且

(4) 存在唯一解 U I V
n
h# 

证明  设 S
n
h

q是有穷维空间, PX = ( V1, V 2, ,, Vq) , 7 = ( W1, W2, ,, Wq) I S
n
h

q
,其

内积定义为: ( X, 7 ) = E
q

i= 1
( Vi , Wi )# 相应的模定义为 ||| X |||

2
= E

q

i= 1
+ Vi +2# 

定义映射 F: S
n
h

q y S
n
h

q
,

( F ( V ) i , W) = Dqi ( v q , W) - E
q

j = 1

w jl
c
i ( sj ) s

1/ 2
j s

- 1/ 2
i ( vj , W) + knw i ( v̈ i , ¨W) -

    QI
n

f E
q

j = 1

s
1/ 2
j ln, jvj , s

- 1/ 2
i l n, iW dt + ( v i , W) - ( U

n
, s

- 1/ 2
i l n, i ( t

n
) W)

PW I S
n
h, i = 1, 2, ,, q# (8)

由于 f 是连续的,所以 F 是连续映射# 根据Brower不动点定理, F 存在不动点, ( F( V ) i ,

W) = ( vi , W)# 因此(7) 有解存在,不妨设为 V# 下面证明解的唯一性# 

设 V 和V
*
是方程的两个解,在(8) 中,令 W= vi - v

*
i ,并对 i 从 1到 q 求和,得

E
q

i= 1

( v i - v
*
i , vi - v

*
i ) = ||| V - V

*
|||

2
= E

q

i= 1

( F ( V - V
*

) i , v i - v
*
i ) =

    E
q

i= 1

Dqi ( vq - v
*
q , v i - v

*
i ) - E

q

i, j = 1

wjl
c
i ( s j ) s

1/ 2
j s

- 1/ 2
i ( vj - v

*
j , v i - v

*
i ) +

    E
q

i= 1

knw i ( (̈ v i - v
*
i ) , (̈ v i - v

*
i ) ) + E

q

i= 1

( v i - v
*
i , vi - v

*
i ) -

    E
q

i= 1
QI

n

f E
q

j = 1

s
1/ 2
j l n, j ( vj - v

*
j ) , s

- 1/ 2
i ln, i ( v i - v

*
i ) dt# (9)
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对上式右端前两项有

  ( �M( V - V
*

) , V - V
*

) \ A||| V - V
*

|||
2# 

对右端第 5项,由 f 满足的条件(2) ,有

E
q

i= 1QI
n

f E
q

j = 1
s
1/ 2
j l n, j ( vj - v

*
j ) , s

- 1/ 2
i l n, i ( v i - v

*
i ) dt [

    E
q

i= 1QI
n

E
q

j = 1
s
1/ 2
j l n, j ( vj - v

*
j ) , s

- 1/ 2
i ln, i ( vi - v

*
i ) dt [ ckn ||| V - V

*
|||

2# 

所以由式( 9)有 ( A- ckn) ||| V - V
*

|||
2 [ 0# 取 kn [ A/ 2c,则得 ||| V - V

*
|||

2 [ 0, 即 V =

V
* # 

故问题( 4)的解存在唯一# 

3  误 差估 计

为给出有限元解的空间 L
2
模,时间最大模, 即L

]
( L

2
) 模误差估计结果# 首先,定义时间

区间 I n = ( tn , tn+ 1] 上的通常 Lagrange 插值算子, Î n : C ( I n) y Pq- 1( I n) , 使得: Îhy ( t
n, j

) =

y ( t
n, j

)# t
n, j 定义如前, j = 1, 2, ,, q ,插值节点为Radau点 s1, s2, ,, sq ,可以看出对 Px I 8 ,

Î hu( x , #) I Pq- 1( In ) ,且 Î hu( x , t
n+ 1

) = u( t
n+ 1

)# 设 W = Î nPnu( x , t ) ,则有

引理 3  对上面定义的 W,有如下的误差估计

||| u - W ||| n [ ck
q
n ||| u

( q )
||| n + ck

1/ 2
n max

I
n

+h
s
n u + s , h,   2 [ s [ r, (10)

max
I
n

+u - W + [ ck
q
n max

I
n

+ u
( q) + + c max

I
n

+h
s
n u +s , h ,   2 [ s [ r# (11)

其中, u
( q ) 表示函数 u 的 q 阶导数# 此引理的证明参看[ 6, 7]# 

定理 2  设 u 和U分别是(1) 和(4) 的解,则有如下的 L
]

( L
2
( 8) ) 模误差估计

max
t I [ 0, T ]

+u( t ) - U( t ) + [ c max
m

k
q
m max

I
m

( +u
( q ) + + +u

( q+ 1) + + +$u
( q) +) +

    c max
m

max
I
m

( + h
s
m u t + s , h + + h

s
m u +s , h ) + c max

m
+[ G

m
] +,   2 [ s [ r# 

其中, Gm
= u

m
- Pnu

m# 

证明  利用前面定义的 W,误差 e = U - u 可写为

  e = U - u = ( U- W) + ( W - u) = H+ Q# 

对 Q有引理3的估计结果,因此只需估计 H# 为此, 考虑 H满足的方程:

- QI
n

( H, vh, t ) dt + QI
n

( Ḧ, v̈h )dt + ( Hn+ 1
, v

n+ 1
h ) - ( Hn

, v
n
h+ ) =

    QI
n

( f ( U) , vh)dt + QI
n

( W, vh, t )dt - QI
n

( Ẅ, v̈h) dt- ( W
n+ 1

, v
n+ 1
h ) + ( W

n
, v

n
h, + ) =

    QI
n

( ( f ( U) - f ( W) ) , vh )dt + QI
n

(f ( W) , vh )dt + QI
n

( W, vh, t )dt -

    QI
n

( ¨W, v̈h )dt - ( W
n+ 1

, v
n+ 1
h ) + ( W

n
, v

n
h+ )# 

即 H满足的方程为

- QI
n

( H, vh, t ) dt + QI
n

( Ḧ, v̈h )dt + ( Hn+ 1
, v

n+ 1
h ) - QI

n

(f ( U) - f ( W) , vh )dt =
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    ( H
n

, v
n
h+ ) + QI

n

(f ( W) , vh )dt + QI
n

( W, vh, t )dt -

    QI
n

( ¨W, v̈h )dt - ( W
n+ 1

, v
n+ 1
h ) + ( W

n
, v

n
h+ )# (12)

其中 W
0

= P0 u
0
, H0 = U

0
- W

0
= u

0
- P0 u

0# 

上式中, 令 vh = l n, iW, W I S
n
h , 并利用插值 W = ÎhPnu( x , t ) = E

q

j = 1
ln, jPnu( x , t

n, j
) , H=

U- W = E
q

j = 1
l n, jH( x , t

n, j
) = E

q

j = 1
l n, j ( U

n, j
- Pnu( x , t

n, j
) ) , 则(12) 式左端可以写为

- QI
n

E
q

j = 1

l n, j H
n, j

, l
c
n, i ( t ) W dt + QI

n

E
q

j = 1

ln, j ¨Hn, j
, l n, i ¨W dt +

    ( l n, q H
n, q

, l n, i ( t
n, q

) W) - QI
n

(f ( U) - f ( W) , ln, iW)dt =

    - QI
n

E
q

j = 1
ln, j H

n, j
, E

q

j = 1
l
c
n, i ( t

n, j
) ln, j W dt +

    QI
n

E
q

j = 1

ln, j Ḧn, j
, E

q

j = 1

l n, jln, i ( t
n, j

) ¨W dt +

    ( l n, qH
n, q

, l n, i ( t
n, q

) W) - QI
n

( f ( U) - f ( W) , l n, iW)dt =

    - E
q

j = 1

w n, jl
c
n, i ( t

n, j
) ( Hn, j

, W) + knw i ( Ḧn, i
, ¨W) + Dqi ( H

n, q
, W) -

    QI
n

( f ( U) - f ( W) , l n, iW) dt# 

而利用椭圆投影的定义, ( 12)式右端为

( Hn
, ln, i ( t

n
) W) + QI

n

( f ( W) , ln, iW)dt + QI
n

( E
q

j = 1
l n, jPnu ( x , t

n, j
) , E

q

j = 1
l n, jl

c
n, i ( t

n, j
) W)dt -

    QI
n

E
q

j = 1

ln, j ¨Pnu ( x , t
n, j

) , E
q

j = 1

l n, jln, i ( t
n, j

) ¨W dt -

    Dqi ( Pnu ( x , t
n, q

) , ln, i ( t
n, q

) W) + ( W
n
, l n, i ( t

n
) W) =

    ( Hn
, l n, i ( t

n
) W) + QI

n

( f ( W) , ln, iW)dt + E
q

j = 1
wn, jl

c
n, i ( t

n, j
) ( Pnu( x , t

n, j
) , W) -

    w ikn( ¨Pnu
n, i

, ¨W) - Dqi ( Pnu( x , t
n, q

) , l n, i ( t
n, q

) W) + ( W
n
, l n, i ( t

n
) W) =

    ( Hn
, l n, i ( t

n
) W) + QI

n

( f ( W) , ln, iW)dt + E
q

j = 1
wn, jl

c
n, i ( t

n, j
) ( Pnu( x , t

n, j
) , W) -

    w ikn( ¨u
n, i

, ¨W) - Dqi ( Pnu( x , t
n, q

) , ln, i ( t
n, q

) W) + ( W
n
, l n, i ( t

n
) W)# 

令 G= u - Pnu, 并注意

- QI
n

( u, vt ) dt + QI
n

( ü, v̈ )dt + ( u
n+ 1

, v
n+ 1

) - ( u
n

, v
n
+ ) = QI

n

( f ( u) , v )dt# (13)

( 12)式可以写为

- E
q

j = 1

wn, jl
c
n, i ( t

n, j
) ( Hn, j

, W) + knw i ( ¨Hn, i
, ¨W) + Dqi ( H

n, q
, W) -
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    QI
n

( f ( U) - f ( W) , l n, iW) dt =

    ( H
n

, l n, i ( t
n

) W) + QI
n

( f ( W) , ln, iW)dt + E
q

j = 1
wn, jl

c
n, i ( t

n, j
) ( Pnu( x , t

n, j
) , W) -

    w ikn( ¨u
n, i

, ¨W) - Dqi ( Pnu( x , t
n, q

) , W) + ( W
n

, ln, i ( t
n

) W) =

    ( Hn
, l n, i ( t

n
) W) + QI

n

( f ( W) - f ( u) , l n, iW)dt + E
q

j = 1

wn, jl
c
ni ( t

n, j
) ( Pnu( x , t

n, j
) , W) -

    w ikn( ¨u
n, i

, ¨W) - Dqi ( Pnu( x , t
n, q

) , W) + ( W
n

, ln, i ( t
n

) W) - QI
n

( u, l
c
n, iW)dt +

    QI
n

( ¨u, ln, i ¨W)dt + ( u
n+ 1

, ln, i ( t
n+ 1

) W) - ( u
n
, l n, i ( t

n
) W) =

    ( Hn
, l n, i ( t

n
) W) + QI

n

( f ( W) - f ( u) , l n, iW)dt + E
q

j = 1

wn, jl
c
ni ( t

n, j
) ( u( x , t

n, j
) , W) -

    QI
n

( l
c
n, iu, W) dt + w ikn( $u

n, i
, W) - QI

n

( $u, l n, iW)dt +

    E
q

j = 1
w n, jl

c
n, i ( t

n, j
) ( Pnu( x , t

n, j
) - u( x , t

n, j
) , W) -

    ( u
n

- Pnu
n
, l n, i ( t

n
) W) - ( Pnu

n
, l n, i ( t

n
) W) - Dqi ( Pnu

n, q
- u

n, q
, W) -

    Dqi ( u
n, q

, W) + ( W
n
, l n, i ( t

n
) W) + ( u

n+ 1
, ln, i ( t

n+ 1
) W) =

    ( Hn
, l n, i ( t

n
) W) + QI

n

( f ( W) - f ( u) , l n, iW)dt +

    ( 21 + 22 + 23, W) + ( [ G
n
] , l n, i ( t

n
) W)# 

其中

21 = E
q

j = 1

wn, jl
c
ni ( t

n, j
) ( Pnu( x , t

n, j
) - u( x , t

n, j
) ) -

    ( u
n

- Pnu
n
) l n, i ( t

n
) - Dqi ( Pnu

n, q
- u

n, q
) ,

22 = E
q

j = 1

wn, jl
c
n, i ( t

n, j
) u( x , t

n, j
) - QI

n

l
c
n, iudt ,

23 = w ikn$u
n, i

- QI
n

($ul n, i )dt ,

[ Gn
] = [ u - Pnu ] = u

n
+ - Pnu

n
+ - u

n
- + Pnu

n
- =

     - Pnu
n
+ + Pnu

n
- = - ( Pnu + Pn- 1 u) ( t

n
)# 

即误差方程为

- E
q

j = 1

wn, jl
c
n, i ( t

n, j
) ( Hn, j

, W) + knw i ( ¨Hn, i
, ¨W) + Dqi ( H

n, q
, W) -

    QI
n

( f ( U) - f ( W) , l n, iW) dt =

    ( H
n

, l n, i ( t
n

) W) + QI
n

( f ( W) - f ( u) , l n, iW)dt +

    ( 21 + 22 + 23, W) + ( [ Gn
] l n, i ( t

n
) , W)# (14)

对( 12)式左端, vh = H时有

619抛物方程的时空有限元方法



-
1
2QI

n

d
dt

+H+2dt + QI
n

+ Ḧ+2dt + ( Hn+ 1
, Hn+ 1

) - QI
n

( f ( U) - f ( W) , H)dt =

    1
2

+Hn+ 1 +2
+

1
2

+Hn
+ +2

+ QI
n

+¨H+2
- QI

n

(f ( U) - f ( W) , H) dt# 

在( 14)式中,令 W= H
n, i

,并对 i从1到 q 求和,则它和(12) 式的左端取 vh = H时相同,所以有

1
2

+Hn+ 1 +2
+

1
2

+Hn
+ +2 [ QI

n

( f ( U) - f ( W) , H)dt + ( Hn
, Hn

+ ) +

    QI
n

( f ( W) - f ( u ) , H)dt + E
q

i= 1
( 21 + 22 + 23, H

n, i
) + ( [ G

n
] , H

n
+ )# (15)

上式中,对右端第 1项,由于 f 是 Lipschitz连续的, 所以

QI
n

(f ( U) - f ( W) , H)dt [ c ||| H|||
2
n# (16)

对右端第 3项利用引理3和Holder不等式有

QI
n

(f ( W) - f ( u) , H)dt [ c QI
n

+W - u +2
1/ 2

QI
n

+H+2
dt

1/ 2

[

    ( ck
q
n ||| u

( q )
||| n + ck

1/ 2
n max

I
n

+h
s
n u +s , h ) ||| H||| n,   2 [ s [ r# (17)

在右端第 4项中,对 21有估计

+ 21 +2 [ ckn QI
n

+h
s
n u t +2

s , h ,   2 [ s [ r# (18)

这是因为,对 i = 1, 2, ,, q 有

Dqi - E
q

j = 1
w n, jl

c
n, j ( t

n, j
) - l n, i ( t

n
) = Dqi - Q

t
n+ 1

t
n l

c
n, idt - ln, i ( t

n
) = 0# 

这意味着存在常数 cij (不依赖于 n ) 使得

+ 21 + = DqiG
n, q

- E
q

j = 1

w jl
c
j ( sj ) G

n, j
- li ( 0) Gn+

=

    E
q

j = 1
cij ( G

n, j
- Gn, j- 1

) = E
q

j = 1

c ijQ
t
n, i

t
n, j - 1 Gt ( s )ds =

    E
q

j = 1

cijQ
t
n, j

t
n, j - 1( u t - Pnut ) ( s) ds [ cQI

n

+ut - Pnu t +ds [

    cQI
n

+h
s
n ut + s , hd s [ ck

1/ 2
n QI

n

+h
s
n ut +2

s , hds
1/ 2

,   2 [ s [ r# 

为了估计 22, 设 Î
q
h: C(�In

) y Pq(�I n) 为区间 I n上的q 次插值算子,插值节点除Radau节点外还

有点 tn ,而且满足 Î
q
hy ( t

n, j
) = y ( t

n, j
) , Î

q
hy ( t

n
) = y ( t

n
+ ) , j = 1, 2, ,, q# 显然,对每一 x I 8 ,

l
c
nîI

q
hu 为 2q - 2次多项式# 

+ 22+ = E
q

j = 1
wn, jl

c
ni ( t

n, j
) u

n, j
- QI

n

l
c
n, iudt = E

q

j = 1
wn, j l

c
n, i ( t

n, j
) Î

q
h ( u

n, j
) - QI

n

l
c
n, iudt =

    QI
n

l
c
n, i ( Î

q
hu - u )dt [ QI

n

| l
c
n, i ( t ) |

2dt
1/ 2

||| Î
q
hu - u ||| n [

    c k
- 1
nQ

1

0
| l

c
i ( s) |

2
)ds

1/ 2

k
q+ 1
n ||| u

(q+ 1)
||| n [ ck

q+ 1/ 2
n ||| u

( q+ 1)
||| n# (19)
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对于 23,由于 ln, iÎhu 是关于 t 的2q - 2次多项式,所以

+ 23+ = wn, i$u
n, i

- QI
n

$ul n, idt = E
q

j = 1
wn, jln, j ( t

n, j
)$u

n, j
- QI

n

$ul n, idt =

    QI
n

l n, i ( Î n - I ) $udt [ c QI
n

| ln, i |
2dt

1/ 2

QI
n

+Î n$u - $u +2dt
1/ 2

[

    ck
q+ 1/ 2
n ||| $u

( q)
||| n# (20)

利用(参看[ 5] ) ||| H||| n = E
q

j = 1
wn, j +Hn, j +2 1/ 2

= k
1/ 2
n E

q

j = 1
wj +Hn, j +2 1/ 2

# (15) 式右端第 4

项有如下估计

E
q

i= 1
( 21 + 22 + 23, H

n, i
) [ ( + 21+ + + 22 + + + 23 +) ||| H||| [

    c QI
n

+ h
s
n u t +2

s , hds + ck
2q
n ||| u

( q+ 1)
|||

2
n + k

2q
n ||| $u

( q )
|||

2
n + ||| H|||

2
n# (21)

这样对( 15)式,利用式( 16) ~ ( 20)以及式( 21) ,有

+Hn+ 1 +2 [ c ||| H|||
2
n + c +Hn +2

+ ck
2q
n ||| u

( q)
|||

2
n + ckn max

I
n

+ h
s
n u +2

s , h +

    cQI
n

+h
s
n ut +2

s , hd s + ck
2q
n ||| u

( q+ 1)
|||

2
n + ck

2q
n ||| $u

( q )
|||

2
n + c +[ Gn

] +2# (22)

对于 ||| H||| n, 我们有如下估计结果

||| H|||
2
n [ ckn +Hn +2

+ k
2q+ 1
n ( ||| u

( q )
|||

2
n + ||| u

( q+ 1)
|||

2
n + ||| $u |||

2
n) +

    kn QI
n

+h
s
n u t +2

s , hdt + kn max
I
n

+h
s
n u +2

s , h + +[ G
n
] +2 # (23)

为证明( 23)式,把 H写为I n上的插值形式, H= E
q

j = 1
s
1/ 2
j l nj Ĥ

n, j
,代入(14) 式,并且两边同乘 s

- 1/ 2
i ,

得

- E
q

j = 1

wn, jl
c
n, i ( t

n, j
) s

1/ 2
j s

- 1/ 2
i ( Ĥn, j

, W) + knw i ( ¨̂Hn, i
, ¨W) + Dqi ( Ĥ

n, q
, W) -

    QI
n

s
- 1/ 2
i ( f ( U) - f ( W) , l n, iW)dt =

    s
- 1/ 2
i ( Hn

, l n, i ( t
n
) W) + QI

n

( f ( W) - f ( u ) , ln, iW) +

    ( 21 + 22 + 23, W) + ( [ Gn
] l n, i ( t

n
) , W)# (24)

在上式中取 W= Ĥ
n, i

,并对 i从 1到 q 求和,并注意

E
q

i= 1

Dqi ( Ĥ
n, q

, Ĥn, i
) - E

q

i, j = 1

wn, jl
c
ni ( t

n, j
) s

1/ 2
j s

- 1/ 2
i ( Ĥn, j

, Ĥn, i
) = ( �M 7̂ n

, 7̂ n
)# 

其中 7̂ n
= ( Ĥn, q

, Ĥn, 2
, ,, Ĥn, q

)# 而( �M 7̂ n
, 7 n

) \ AE
q

j = 1

+ Ĥn, j +2且

E
q

i= 1

s
- 1/ 2
i QI

n

(f ( U) - f ( W) , l n, i Ĥ
n, i

)dt [

    E
q

i= 1

s
- 1/ 2
i QI

n

E
q

j = 1

l n, j H
n, j

, l n, i Ĥ
n, i dt = E

q

i= 1

s
- 1/ 2
i w ikn ( Hn, i

, Ĥn, i
) [
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    ck
1/ 2
n E

q

i= 1

s
- 1/ 2
i w i +Hn, i +# +Ĥn, i +k

1/ 2
n [

    k
1/ 2
n E

q

i= 1

w
2
i +Hn, i +2

s
- 1
i

1/ 2
k
1/ 2
n E

q

i = 1

+Ĥn, i +2 1/ 2
[

    ck
1/ 2
n E

q

i= 1

+Ĥn, i +2 1/ 2
||| H||| n# 

所以有

AE
q

j = 1
+Ĥn, j +2 [ c E

q

j = 1
+Ĥn, j +2 1/ 2

+Hn + + ck
1/ 2
n ||| H||| n +

    ck
1/ 2
n ||| u - W ||| n + E

q

i= 1
( + 21 +2

+ + 22 +2
+ + 23 +2 1/ 2

+ + [ Gn
] + # 

当 kn 充分小时

||| Hn ||| n [ ck
1/ 2
n +Hn + + ckn ||| u - W ||| n +

    ck
1/ 2
n E

q

i= 1

( + 21+2
+ + 22 +2

+ + 23 +2
)

1/ 2
+ ck

1/ 2
n + [ Gn

] +# 

将( 10)和( 21)代入上式,可得( 23)# 

将( 23)代入( 22)式,得

+Hn+ 1 +2 [ c(1+ kn) +H
n +2

+ ck
2q
n ( ||| u

( q )
|||

2
n + ||| u

( q+ 1)
|||

2
n + ||| $u

( q )
|||

2
n) +

    cQI
n

+h
s
n ut +2

s , hdt + ckn max
I
n

+h
s
nu +2

s , h + c( kn + 1) +[ Gn
] +2# 

利用叠代得

+Hn+ 1 +2 [ F
n

j = 0

c(1 + kj ) +H0 +2
+ c E

n

m = 0
F

n

j = m+ 1

c(1 + kj ) k
2q
m ||| u

( q)
|||

2
m +

    ||| u
( q+ 1)

|||
2
m + ||| $u

( q )
|||

2
m + cQI

m

+h
s
m ut +2

s , hdt +

    ckm max
I
m

+h
s
m u +2

s , h + ( ckm + c) + [ Gm
] +2 # 

即

+Hn+ 1 + [ c +u
0

- P0 u
0 + + c E

n

m = 0

( k
2q
m ( ||| u

( q)
|||

2
m + ||| u

( q+ 1)
|||

2
m + ||| $u

( q)
||| )

2
m ) +

    QI
m

+h
s
mut +2

s , hdt + km max
I
m

+h
s
m u +2

s , h

1/ 2

+ c E
n

m= 1
+[ G

m
] +2 1/ 2

# 

由式( 23)得

||| H||| n [ ck
1/ 2
n +h

s
0 u

0+ s , h + ck
1/ 2
n E

n

m = 0

( k
2q
m ( ||| u

( q)
|||

2
m + ||| u

( q+ 1)
|||

2
m +

    ||| $u
( q )

|||
2
m ) ) + QI

m

+h
s
m ut +2

s , hdt + km max
I
m

+h
s
m u +2

s , h

1/ 2

+

    ck
1/ 2
n E

n

m = 1
+[ Gm

] +2 1/ 2
# 

因为 H| I
n

I V
n
hk ,逆不等式max

I
n

| y ( t ) | [ ck
- 1/ 2
n QI

n

| y ( t ) |
2

1/ 2

, Py I Pq- 1( In)# 成立,因此
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max
I
n

+H+ [ c + h
s
0u

0 + s , h + c E
n

m = 0
( k

2q
m ( ||| u

( q)
|||

2
m + ||| u

( q+ 1)
||| )

2
m +

    ||| $u
( q )

|||
2
m ) + QI

m

+ h
s
m u t +2

s , h + km max
I
m

+h
s
m u + s , h

1/ 2

+

    c E
n

m = 1
+ [ G

m
] +2 1/ 2

# 

至此,联合引理 3可得定理的证明# 

4  数 值结 果

利用最简单的线性基,这里取 q = 1,给出一维热传导方程和含有源项2u的抛物方程的数

值计算结果# 首先讨论具有间断初值条件的齐次热传导方程一维 Cauchy问题

  

u t - uxx = 0 x I [- 3, 3] , t I [ 0, T ] ,

u(- 3, t ) = u(3, t ) = 0   t I [ 0, T ] ,

u | t= 0 =

0 - 3 [ x [ - 1,

110 - 1 [ x [ 1,

0 1 [ x [ 3# 

(25)

图1中,给出了初值和 t = 011以及 t = 015时的解# 可以看出利用间断时空有限元方法可以

很好地处理间断初值问题,得到稳定的数值解# 

图 1  Cauchy问题的解,       图 2  含有源项方程的解,

$x = $ t = 0101 $x = $ t = 0101

   表 1           有源项抛物方程对时间变量的误差和相应的收敛阶

时间步长 0102 0101 01005 01002 5 01001 25 01000 625

误差 31920 4e- 002 21060 7e- 002 11057 6e- 002 51359 4e- 003 21698 2e- 003 11354 0e- 003

收敛阶 01927 8 01962 3 01980 7 01990 1 01994 8

另外一个数值例子是含有源项的如下方程
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u t - uxx = 2u 0 [ x [ 1, t > 0,

u(0, t ) = u( 1, t ) = 0   t > 0,

u( x , 0) = sin Px 0 < x < 1# 

(26)

其精确解为 u ( x , t ) = e(2- P
2
) tsin Px# 图2中给出在 t = 011和 t = 013时解的结构,表 1中给

出了空间剖分网格数为 800时,对时间变量的误差估计,计算时间 t = 011# 可以看出,间断时

空有限元方法, 利用线性基函数,对时间变量能够达到我们所希望的精度, 并与前面定理的结

果相一致# 
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The Space_Time Finite Element Method

for Parabolic Problems

LI Hong,  LIU Ru_xun

( Departm ent of Mathem atics , Un iver sity of Science and Technolo gy

of Chin a , Hefei 230026, P R China )

Abstract: Adaptive space_time finite element method, continuous in space but discontinuous in time

for semi_linear parabolic problems is discussed. The approach is based on a combination of finite ele-

ment and finite difference techniques. The existence and uniqueness of the weak solution are proved

without any assumptions on choice of the space_time meshes. Basic error estimates in L ] ( L 2) norm,

that is maximum_norm in time, L2 _norm in space are obtained. The numerical results are given in the

last part and the analysis between theoretic and experimental results are obtained.

Key words: semi_linear parabolic equations; space time finite element method; existence and

uniquess; error estimate
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