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摘要:  给出了 Banach 空间之间的两个可微映射具有公共值的充分条件, 证明的方法本质上是基

于延拓法# 
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1  预 备知 识

本文中,我们假设X , Y和 Z 为 K= R或 K= C上的 Banach空间# 求解方程
  F( x ) = 0 (1)

的一种方法是延拓法[ 1~ 10]# 这一方法在于把将( 1)嵌入连续性问题

  H ( t , x ) = 0,   0 [ t [ 1 (2)

中# 当 t = 0时, (2) 很容易求解# 如果可以把这一解从 t = 0延拓到 t = 1 ,则( 1)即可求解# 

为证明 C
1
_映射F 至少有一个零点,文中给出了某些充分条件# 作者利用延拓法, 在文

献[ 11 ~ 18] 中已给出了有限维情况下零点存在的充分条件, 在文[ 19, 20] 中又给出了无限维

情况下零点存在的充分条件 # 其证明过程提供了隐定义的通过零点的曲线的存在性[ 5, 6]# 

证明的关键是利用反函数定理、隐函数定理和 FredholmC
1
_映射的性质[ 10]# 

我们简要回顾一下Banach_值映射的一些概念# 设 F : A y Y为连续映射,其中 A < X# F

称为是紧的, 如果对每一有界子集 B < A, Range( F ( B) ) 是相对紧的(即 ( F ( B) ) 的闭包

( F ( B) ) 在 Y中是紧的)# 

命题 1  若 a I A, A 为开集, F为紧的,并且存在导数 Fc( a) , 则Fc( a) I L ( X , Y) 也是

紧的(见[ 10] , p. 296)# 

此外,设 A 为开集, 则 F称为Fredholm映射当且仅当 F为C
1
_映射,并且当且仅当对所有

x I A, Fc( x ) : X y Y 为线性Fredholm算子# 算子 L : X y Y称为线性Fredholm算子当且仅

当 L 是线性和连续的并且维数 dim( ker( L ) ) 和余维数 codim( L (X ) ) 都是有限的, 而数

  ind( L ) = dim( ker( L ) ) - codim( L (X ) )

称为 L 的指数# 
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命题 2  对线性Fredholm算子 B: X y Y而言,下面的结论成立:如果 C I L ( X , Y) 且 C

是紧的,则扰动算子 B + C 也是Fredholm算子,且 ind( B + C) = ind( B ) (见[ 10] , p. 366)# 

下面我们给出隐函数定理和反函数定理(见[ 10] , pp. 150 ) 154, 172) # 

定理 1  设( � ) F : U( x 0, y 0) < X @ Y y Z为定义在开邻域U( x 0, y 0) 上且 F ( x 0, y 0) =

0的映射,这里 X、Y、Z为Banach空间; ( � ) 存在 U( x 0, y 0) 上的Fr�chet偏导数 FY ,且 FY( x 0,

y 0) : Y y Z 是双射的; ( � ) F 和FY在( x 0, y 0) 是连续的,则下列结论成立:

a) 存在数 r0和 r ,对每一满足 +x - x 0 + [ r 0的 x I X , 存在唯一的 y ( x ) I Y使 +y ( x )

- y 0 + [ r ,且 F ( x , y ( x ) ) = 0# 

b) 对于满足 +x - x 0 + [ r0的所有点 x ,当 n y ] 时,由 y 0( x ) = y 0, yn+ 1( x ) = y n( x )

- FY( x0, y 0)
- 1
F( x , yn( x ) ) 所定义的逐次逼近序列( y n( x ) ) n \1收敛于解 y ( x )# 

c) 若在 ( x 0, y0) 的一邻域中, F 为C
m
_映射, 1 [ m [ ] , 则 y (#) 在 x 0的邻域中也是 C

m
_

映射# 

定理 2  令 f : U( x 0) < X y Y 为C
1
_映射,则 f 在x 0是局部 C

1
_映射当且仅当f c( x0) : X

y Y 为双射# 

2  算 子公 共 值

显然,如果将 F 记为f - g, 则 F 有一个零点当且仅当f 和g 共享一值,即是说存在 x I X

使 f ( x ) = g( x )# 利用 f 和g 建立我们的结果# 

定理 3  设 f , g: X y Y 为满足如下条件的两个C
1
_映射:

( � ) f 为C
1
_微分同胚; ( � ) g 是紧的; ( � ) 若 f ( x ) - tg ( x ) = 0, x I X , t I [ 0, 1] ,则

f c( x ) - tgc( x ) 为单射;

则 f 和g 共享一值# 

证明  第一步  由假设( � ) ,存在一个 x 0 I X 使f ( x 0) = 0# 选择任一包含 x 0的开球 D1

< X ,定义集

  V = g( A) ,

其中   A = x I D1:存在 t = t ( x ) I [ 0, 1] 使 f ( x ) = tg( x ) # 

可以看出, A 不是空集, 因f ( x 0) = 0 = 0g ( x 0) ,因此 x 0 I A# 此外 V < g( D1) ,且 D1有

界, 因而由( � ) 知g (D1) 是相对紧的,从而 V是相对紧的,并且集[ 0, 1] @ �V在拓扑积R@ Y中

是紧的# 令 Vc为集

  Vc = ty : t I [ 0, 1] , y I �V ,

因 Vc是集合[ 0, 1] @ �V 在连续映射
  ( t , y ) I [ 0, 1] @ Y | y ty I Y

下的像,因此 Vc在 Y 中是紧的# 其次, 我们考虑 X 中由

  V d = f
- 1
( Vc)

给出的子集# 因为 f
- 1
是连续的(见( � ) ) 且 Vc是紧的, 因而 V d也是紧的# 

点 x 0和集 V d将在第三步中用到# 

第二步  现在我们证明 f 为 Fredholm映射而且

  Px I X , P t I [ 0, 1] ,   (f c( x ) - tgc( x ) )
为零指数的线性Fredholm算子# 定理 2说明 Px I X , f c( x ) I L ( X , Y) 为双射,这是因为f

为 x 的局部C
1
_微分同胚# 因此 f c( x ) I Isom( X , Y) , Px I X ,从而
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  codim(Rang(f c( x ) ) ) = 0, dim( ker(f c( x ) ) ) = 0, Ind(f c( x ) ) = 0,

即对所有 x I X , f c( x ) 为零指数线性Fredholm算子# 因此 f 即为上述 Fredholm映射# 

另一方面, g为紧映射, 因此导数 gc( x ) 对每一给定的 x为线性紧算子(命题1) ,故 tgc( x )
对每一给定的 t I [ 0, 1] 也是线性紧算子# 

由于 f c( x ) 为零指数的线性Fredholm算子, tgc( x ) 为紧线性映射,由命题 2知

  ( f c( x ) - tgc( x ) )
为上述指数为

  ind( f c( x ) - tgc( x ) ) = ind( f c( x ) ) = 0

的线性Fredholm算子# 

第三步  现在证明 f 和g取同一值# 我们将利用定理1及延拓法# 我们构造如下的 C
1
_

映射:

  H : R @ X y Y,

它由 H ( t , x ) = f ( x ) - tg( x ) 定义# 

显然,当 t I [ 0, 1] 时,它是 f 和g 间的同伦# 在第二步中我们已经知道
  index(H x ( t , x ) ) = Ind( f c( x ) - tgc( x ) ) = 0,   Px I X , t I [ 0, 1]# 

此外,如果 ( t , x ) I [ 0, 1] @ X 使得H ( t , x ) = f ( x ) - tg ( x ) = 0,则由假设( � )H x ( t , x ) 为单

射,即

  ker(H x ( t , x ) ) = 0 # 

因此   dim( ker(H x( t , x ) ) ) = 0,

从而由指数 (H x ( t , x ) ) 的定义,

  codim( ( Range) (H x ( t , x ) ) ) = 0,

所以   Range(f c( x ) - tgc( x ) ) = Range(Hx ( t , x ) ) = Y# 

因此H x ( t , x ) 为满射# 简言之, 若H ( t , x ) = 0, ( t , x ) I [ 0, 1] @ X ,则H x( t , x ) I L ( X , Y)

为双射# 

另一方面, 由于 f 和g 为C
1
_映射, 所以 H (#, #) 和 H x(#, #) 是连续的# 从而当

  H ( t0, x 0) = 0,   ( t 0, x 0) I [ 0, 1] @ X

时, 则定理 1的假设成立# 因而有 r 0, r > 0,对每一 t I ( t 0- r0, t 0+ r 0) ,存在唯一的 x ( t ) I

X 使 +y ( x ) - y 0 + [ r且H ( t , x ( t ) ) = 0# 此外, x (#)在 t 0的邻域中是 C
1
_映射# 由Banach

不动点定理及前述[ 0, t ] @ V d的紧性和H (#, #) 和 H x(#, #) 的连续性得到的定理 1的证

明
[ 10, pp. 149~ 155]

可知, 常数 r 0和 r 的取值与所考虑的特定的点无关,即( t 0, x0) I [ 0, 1] @ V d# 

所以 [ 0, 1] 的紧性表明,我们可以在有限步内由 t = 0达到 t = 1# X 是连通的这一事实

表明,存在解曲线( t , x ( t ) ) S C < [ 0, 1] @ X# 

如果 ( t 0, x 0) I C,则H ( t , x ) = 0成立# 曲线 C始于点( t 0, x 0) ,终于点(1, x
*
0 ) I [ 0, 1]

@ X# 因此

  H (1, x
*
0 ) = 0,

或记为  f ( x
*
0 ) = g ( x

*
0 )# 

证毕# 
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