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一类具时滞的二阶非线性系统的定性分析
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摘要:  考虑具时滞的二阶非线性系统

  xd( t ) + f ( x ( t ) , xc( t) ) + g( x ( t ) , xc( t) ) W( x ( t - S) ) = p ( t )# 

借助李雅普诺夫函数方法,得到了其零解稳定性 ,解的有界性, 周期解的存在性和平稳振荡的存在

唯一性# 
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二阶非线性系统的定性研究成果已相当丰富, 而且已有广泛的应用(见文[ 1~ 8] )# 但对

于具有时滞的非线性二阶系统,由于时滞现象给系统的定性研究带来较大困难,使得许多讨论

仅限于某些较为特殊的情况# 即使加上一定的条件,要得到比较完美的结果,也不容易# 

本文讨论如下较为一般的具有时滞的二阶非线性系统:

  xd( t ) + f ( x ( t ) , xc( t ) ) + g( x ( t ) , xc( t ) ) W( x ( t - S) ) = p ( t ) (1)

的定性状态# 其中,函数 f , g, p 关于其各自的变量均是连续的,函数 W是关于其变量的可微

函数, S是正的常数# 

本文证明了系统( 1)的零解稳定性,解的有界性, 周期解的存在性和平稳振荡的存在唯一

性等方面的四个定理:

定理 1  设函数 p ( t ) S 0, f (0, 0) = 0, g (0, 0) W(0) = 0, 并且 f , g, W满足下列条件:

Ñ) g ( x , y ) W( x ) x > 0,当 x X 0时,对任意的 y I R;

Ò)Q
x

0
g ( N, y ) W( N) dNy+ ] ,当 | x | y+ ] ,对任意的 y I R;

Ó) | g ( x , y ) Wc( z ) | [ C,对任意的 x , y , z I R;

Ô) CSy 2
< yf ( x , y ) ,当 y X 0时,对任意的 x I R,

其中 C 为正常数,则系统(1) 的零解是全局稳定的# 

证明  取系统( 1)的等价系统为:

  

xc( t ) = y ( t ) ,

yc( t ) = - f ( x ( t ) , y ( t ) ) - g( x ( t ) , y ( t ) ) W( x ( t ) ) +

    g( x ( t ) , y ( t ) )Q
0

- S
Wc
x( x ( t + G) ) y ( t + G) dG# 

(2)
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设( 2)的李雅普诺夫函数为:

  V( x , y ) =
1
2
y
2
+Q

x

0
( g( N, y ) W( N)dN+

1
2
CQ

0

- SQ
t

S+ G
y

2
( N)dNdG# 

据条件Ñ ) , Ò) ,知函数 V( x , y ) 是定正的无限大函数,而其关于系统(2) 的全导数

  d V
dt (2)

= y ( t ) [- f ( x ( t ) , y ( t ) ) - g ( x ( t ) , y ( t ) ) W( x ( t ) ) +

g ( x ( t ) , y ( t ) )Q
0

- S
Wc
x ( x ( t + G) ) y ( t + G)dG] +

g ( x ( t ) , y ( t ) ) W( x ( t ) ) y ( t ) +
1
2
CQ

0

- S
[ y

2
( t ) - y

2
( t + G) ] dG=

- y ( t ) f ( x ( t ) , y ( t ) ) + y ( t ) g( x ( t ) , y ( t ) )Q
0

- S
Wc
x( x ( t+ G) ) y ( t+ G)dG+

1
2 CQ

0

- S
[ y

2
( t ) - y

2
( t + G) ] dG [ - y ( t ) f ( x ( t ) , y ( t ) ) +

Q
0

- S
| y ( t ) | | g ( x ( t ) , y ( t ) Wc

x ( x ( t + G) ) | | ( y ( t + G) | dG+

1
2
CQ

0

- S
[ y

2
( t ) - y

2
( t + G) ] dG [

- y ( t )f ( x ( t ) , y ( t ) ) +
1
2
CQ

0

- S
[ y

2
( t ) + y

2
( t + G) ] dG+

1
2
CQ

0

- S
[ y

2
( t ) - y

2
( t + G) ] dG= CSy 2

( t ) - y ( t ) f ( x ( t ) , y ( t ) )# 

据条件Ô) ,知
d V
dt (2)

是常负函数,当且仅当 x ( t ) = y ( t ) S 0时有
dV
dt (2)

= 0# 

因此,系统( 1)的零解是全局稳定的# 证毕# 

定理 2  设函数 p ( t ) 有界, 且函数 f , g , W满足下列条件:

Ñ) m [ g ( x , y ) [ M ,对任意的 x , y I R;

Ò) | g ( x , y ) Wc( z ) | [ C1, 对任意的 x , y , z I R;

Ó)
f ( x , y )

y
\ C 2, 当 | y | \H 时,对任意的 x I R;

Ô) C1S
M
m

< C2;

Õ)Q
x

0
g ( N, y ) W( N) dNy+ ] ,对任意的 y I R,

其中 m, M, C1, C2,H 均为正常数,则系统(1) 的一切解都是一致最终有界的# 

证明  取系统( 1)的等价系统为:

  

xc( t ) = y ( t ) ,

yc( t ) = - f ( x ( t ) , y ( t ) ) - g( x ( t ) , y ( t ) ) W( x ( t ) ) +

    g( x ( t ) , y ( t ) )Q
0

- S
Wc
x( x ( t + G) ) y ( t + G) dG+ p ( t )# 

(3)

由条件Ô) ,存在常数 C0 > 1,使得

  C0C1S
M
m

< C2 且 C0
M
m

| y ( t ) | \| y ( t + G) | ,当 | y | \H 时# 

设( 3)的李雅普诺夫函数为:
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  V( x , y ) =
1
2
y
2
+Q

x

0
g( N, y ) W( N)dN# 

据条件,易知函数 V( x , y ) 是定正的和连续的,且具有无穷大性质# 又 V( x , y ) 不显含 t ,因此

存在一个正的连续增函数 a( r ) , 使得 V( x , y ) [ a( r ) , 同时存在一个非负的连续增函数

b( r ) ,使得

  b ( r ) [ V( x , y ) 且 lim
r y+ ]

b( r ) = + ] ,

其中 r = x
2
+ y

2# 而函数 V( x , y ) 对系统(3) 的全导数

  d V
dt (3)

= y ( t ) [- f ( x ( t ) , y ( t ) ) - g ( x ( t ) , y ( t ) ) W( x ( t ) ) + g( x ( t ) , y ( t ) ) #

Q
0

- S
W

c
x ( x ( t + G) ) y ( t + G)dG+ p ( t ) ] + g( x ( t ) , y ( t ) ) W( x ( t ) ) y ( t ) =

y ( t ) g ( x ( t ) , y ( t ) )Q
0

- S
Wc
x ( x ( t + G) ) y ( t + G)dG+

- y ( t )f ( x ( t ) , y ( t ) ) + y ( t ) p ( t ) [

Q
0

- S
| y ( t ) | | g ( x ( t ) , y ( t ) ) W

c
x ( x ( t + G) ) | | y ( t + G) | dG+

| y ( t ) | | p ( t ) | - y ( t )f ( x ( t ) , y ( t ) ) [

- y ( t )f ( x ( t ) , y ( t ) ) + C0C1S
M
m

| y
2
( t ) | + | y ( t ) | | p ( t ) | =

-
f ( x ( t ) , y ( t ) )

y ( t )
- C0C1S

M
m

-
| p ( t ) |
| y ( t ) |

y
2
( t ) [

- C2 - C0C 1S
M
m

-
| p ( t ) |
| y ( t ) |

y
2
( t )# 

据 p ( t ) 的有界性,并适当选取正数 H1 \H 使得 | y ( t ) | \H 1,即知存在常数 C
*

> 0,使得

  d V
dt (3)

[ - C
*
y
2
( t ) [ 0# 

综上所述, 系统( 1)的一切解都是一致最终有界的(见[ 7] p126定理 214)# 证毕# 

定理 3  设系统( 1)满足定理 2的条件,且 p ( t ) 还是周期为 T 的周期函数, 则系统(1) 至

少存在一个周期为 T 的周期解# 

证明  由定理 2知系统( 1)的所有解在区间 0 [ t < + ] 上均有界# 又 p ( t ) 是周期为T

的周期函数, 据马塞拉定理(见[ 7] , p353) , 知系统(1) 至少存在一个周期为 T 的周期解# 证

毕# 

定理 4  设系统( 1)满足定理 3条件, 且对系统( 1)的任意两个解 x 1( t ) 与 x 2( t ) ,当 t y ]

时,都有 x 1( t ) - x 2( t ) y 0, x
c
1( t ) - x

c
2( t ) y 0, 则系统(1) 存在唯一的一个平稳振荡# 

证明  由定理 3知系统( 1)至少存在一个周期为 T 的周期解,又对系统(1) 的任意两个解

x 1( t ) 与 x 2( t ) , 当 t y ] 时都有 x 1( t ) - x 2( t ) y 0, xc
1( t ) - x

c
2( t ) y 0, 知系统(1) 存在唯一

的一个周期为 T 的周期解# 因此据拉萨尔定理(见[ 7] , p366) ,易知系统(1) 存在唯一的一个

平稳振荡# 证毕# 
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Qualitative Analysis for a Class of Second Order

Nonlinear System with Delay

PENG Qi_lin

( Depar tm ent of Ba sic Science , Suqian Vocati ona l and Techn ological

College , Suqian , Jian gsu 223800)

Abstract: The second order nonlinear system with delay

  xd( t ) + f ( x ( t ) , xc( t) ) + g( x ( t ) , xc( t) ) W( x ( t - S) ) = p ( t )

being considered. Four theorems on the stability of zero solution, the boundedness of the solutions,

the existence of the periodic solutions, the existence and uniqueness of the stationary oscilation are

obtained by means of the Liapunov. s second method. The conclusion in the literatures are genera-l

ized.

Key words: second order nonlinear differential equation; delay; Liapunov functional
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