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一类非线性演化方程新的显式行波解
X
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(大连理工大学 应用数学系, 大连 116024)

(我刊编委张鸿庆来稿)

摘要:  借助 Mathematica软件和吴方法, 采用双曲函数法, 获得了一类非线性演化方程 utt+ auxx +

bu + cu2+ du3 = 0的多组行波解,其中包括周期解与孤子解# 这种方法也适用于其他非线性方程

或方程组# 
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引   言

随着科学技术的快速发展,现代科学研究的核心已逐步从线性转向非线性,很多非线性科

学问题的研究最终可用非线性方程这个数学模型来简炼而准确地描述,而目前已发现越来越

多的具有重要物理意义的非线性演化方程如 Sin_Gordon方程, KdV 方程, Schrodinger 方程等均

具有孤波解# 而求孤波解的方法较多,如反散射法,Hopf_Cole 变换, Miura变换, Darboux 变换和

Backlund变换[ 1~ 5]被有效地运用具体的非线性方程,但求解非线性方程仍是一个十分艰巨的

任务# 

本文借助 Mathemat ica 软件, 采用双曲函数法思想[ 6]和吴文俊消元法[ 7] , 获得了一类非线

性演化方程

  utt + auxx + bu + cu
2
+ du

3
= 0 (1)

( a, b, c, d 为常数) 的多组行波解 # 从而作为该方程的特例, 如, Duff ing 方程, Sin_Gordon方

程, U4方程和Klein_Gordon等也都获得了相应的若干行波解# 

1  非线性演化方程( 1)新的行波解及孤波解

首先对非线性演化方程( 1)做行波约化变换:

  u( x , t ) = U( N) ,  N= K( x - kt + c0) , (2)

其中 K, k 为待定的常数, c0为任意常数# 

将( 2)式代入( 1)式,得到( 1)对应的常微分方程
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  K2( k 2+ a)
d
2
U

dN2
+ bU+ cU2+ dU3 = 0# (3)

设方程( 3)有如下形式的行波解:

  U( N) = A 1sinhw + A 2coshw + A 0# (4a)

( � ) 取目标方程

  dw
dN

= sinhw , (4b)

其中 A 0, A 1, A 2,为待定常数# 

将( 4a)和( 4b)式代入( 3)式,借助Mathemat ica 得

  K
2
( k

2
+ a)

d2U
dN

2 + bU+ cU
2
+ dU

3
= K

2
( k

2
+ a) (2A 1sinh

3
U+

      2A 2sinh
2
w coshw + A 1sinhw ) + b ( A 1sinhw + A 2coshw + A 0) + c( A

2
1+

      A
2
2) sinh

2
w + 2cA 1A 2sinhw coshw + 2cA 0A 1sinhw + 2cA 0A 2coshw +

      c( A
2
0+ A

2
2) + d ( A

3
1+ 3A 1A

2
2) sinh

3
w + d(A

3
2+ 3A 2

1A 2) sinh
2
w coshw +

      d( 3A 0A
2
1+ 3A 0A

2
2) sinh

2
w + d (A

3
2+ 3A 2

0A 2) coshw +

      6dA 0A 1A 2sinhw coshw + d (3A 1A
2
2+ 3A

2
0A 1) sinhw+ d (A

3
0+ 2A 1A

2
2+ 3A 0A

2
2) = 0# 

我们分别令 sinhjw cosh i
w ( i = 0, 1, j = 0, 1, 2, 3) 的系数为零, 得到

  A 0 b + A
2
0c + A

2
2c + A

3
0d + 3A 0A

2
2d = 0, (5a)

  A 2 b + 2A 0A 2c + 3A 2
0A 2d + A

3
2d = 0, (5b)

  A 1 b + 2A 0A 1c + 3A 2
0A 1d + 3A 1A

2
2d + A 1( a + k

2
) K2 = 0, (5c)

  2A 1A 2 c + 6A 0A 1A 2d = 0, (5d)

  A
2
1 c + A

2
2 c + 3A 0A

2
1d + 3A 0A

2
2d = 0, (5e)

  3A
2
1A 2d + A

3
2d + 2( a + k

2
) A 2K

2
= 0, (5f )

  A
3
1d + 3A 1A

2
2d + 2A 1( a + k

2
) K2 = 0# (5g)

利用吴文俊代数消元法解上述关于 A 1, A 2, A 3, K, k 的超定方程组(5a) ~ (5g) 得到

情况 1  c X 0,  b =
2c2

9d
,  i2 = - 1,

  A 1 = 0,  A 0 = -
c
3d

,  A 2 = ? c
3d

,  K= ? 1
3
c i,

情况 2  c X 0,  d > 0,  a + k
2
> 0,  b =

2c2

9d
,

  A 1 = ? 1

d
,  A 0 = -

c
3d

,  A 2 = 0,  K= ? 1

2( a + k
2
)
;

情况 3  c = 0,  bd < 0,  b( a + k
2
) > 0,

  A 2 = ? - b
d

,  A 0 = 0,  A 1 = 0,  K= ? b

2( a + k
2
)
;

情况 4  c = 0,  bd > 0,  b( a + k
2
) < 0,

  A 1 = ? b
d
,  A 0 = 0,  A 2 = 0,  K= ? - b

a + k
2 ;

情况 5  c
2
- 3bd > 0,  d( a + k

2
) < 0,
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  A 0 = -
c
3d

,  A 1 = ? c
2
- 3bd

3d2
= A 2,  K= ? 2(3db - c

2
)

3d ( a + k
2
)

# 

对于方程
dw
dN

= sinhw 进行积分(取积分常数为零) ,我们有

  sinhw = - cschN, (6)

  coshw = - cothN, (7)

由( 4a) , ( 6) , ( 7)及情况 1~ 情况 5我们得到下面孤波解

Ñ) c X 0,  b =
2c2

9d
,  i2 = - 1,

  u1( x , t ) = ? c
3d
coth ? 1

3
i( x - kt + c0) -

c
3d

;

Ò) c X 0,  d > 0,  a + k
2
> 0,  b =

2c2

9d
,

  u2( x , t ) = ? 1

d
csch ? 1

2( a + k2)
( x - kt + c0) -

c
3d

;

Ó) c = 0,  bd < 0,  b( a + k
2
) > 0,

  u3( x , t ) =
- b
d
coth ? b

a + k
2 ( x - k + c0) ;

Ô) c = 0,  bd > 0,  b( a + k
2
) > 0,

  u4( x , t ) = ? b
d
csch ? b

2( a + k
2
)
( x - kt + c0) ;

Õ) c
2
- 3bd > 0,  d ( a + k

2
) < 0,

  u5( x , t ) = ? c
2
- 3bd

3d 2 ( cschN+ cothN) -
c
3d

;

其中 N= ? 2(3db - c
2
)

3d ( a + k
2
)
( x - kt + c0)# 

( � ) 当目标方程为 dw
dN

= coshw# 可得 sinhw = - cothN, coshw = cscN同样得到几组周期

解如下

Ö ) c X 0,  b( k
2
+ a) > 0,  b =

2c
2

9d
,

  u6( x , t ) = ? b
d
csc ? 1

2
b

k
2
+ a

( x - kt + c0) -
c
3d

;

× ) c X 0,  b =
2c2

9d
,  b < 0,

  u7( x , t ) = ? - bcoth ? c
2

2( a + k
2
) d

( x - kt + c0) -
c
3d

;

Ø) c = 0,  db > 0,  b( a + k
2
) < 0,

  u8( x , t ) = ? b
d
coth ? - b

2( a + k
2
)
( x - kt + c0) ;

Ù ) c = 0,  b > 0,  d ( a + k
2
) > 0,

  u9( x , t ) = ? 2bcsc ? bd
a + k

2( x - kt + c0) # 
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2  非线性演化方程( 1)的特例及其行波解

1b由 Ó)、Ô)、Õ)、Ø)、Ù )获得 Duffing方程[ 1, 8, 9]
utt + bu + du

3
= 0的五组行波解

  u1( x , t ) = ? b
d
csch

- b

k
2 (- kt + c0) ,  b < 0,  d < 0,

  u2( x , t ) = ? - b
d
coth ? b

2k2
(- kt + c0) ,  b > 0,  d < 0,

  u3( x , t ) = ? - b

d
2 ( cschN+ cothN) ,  N= ? 2b

k
2 (- kt + c0) ,  b > 0,

  u4( x , t ) = ? b
d
cot +

1
| k |

- b (- kt + c0) ,  b < 0,  d < 0,

  u5( x , t ) = ? 2bcsc ? 1
| k |

bd(- kt + c0) ,  bd > 0# 

2b由 Ó)、Ô)、Õ)、Ù )获得 Sin_Gordon方程
[ 2, 5, 8, 10]

u tt - uxx + u -
1
6
u
3
= 0的四组行波解

  u1( x , t ) = ? 6csch ? 1

2(1 - k
2
)
( x - kt + c0) ,  1- k

2
> 0,

  u2( x , t ) = ? 6coth ? 1

2( k 2- 1)
( x - kt + c0) ,  k

2
- 1 > 0,

  u3( x , t ) =
i
d
( cschN+ cothN) ,  N= ? 2

k
2
- 1

( x - kt + c0) ,  k
2
- 1 > 0,

  u4( x , t ) = ? 2csc ? 1

1- k
2 ( x - kt + c0) # 

3b由 Ó)、Ô)、Õ)、Ø )、Ù ) 获得了 <
4
方程

[ 1, 8, 9, 10]
utt - uxx + u - u

3
= 0的五组行波解

  u1( x , t ) = ? icsch
1

1- k
2 ( x - kt + c0) ,  1- k

2
> 0,

  u2( x , t ) = ? coth ? 1

(2k2 - 1)
( x - kt + c0) ,  k

2
- 1 > 0,

  u3( x , t ) = ? i( cschN+ cothN) ,  N= ? 2

k
2
- 1

( x - kt + c0) ,  k
2
- 1 > 0,

  u4( x , t ) = ? cot ? 1

2( k
2
- 1)

( x - kt + c0) ,  k
2
- 1 > 0,

  u5( x , t ) = ? 2csc ? 1

1- k
2 ( x - kt + c0) ,  1 - k

2
> 0# 

4b由 Ó)、Ô)、Õ)、Ø )、Ù )获得Klein_Gordon方程[ 3, 5, 8, 9]
utt - uxx + m

2
u + nu

3
= 0的五组行波

解

  u1( x , t ) =
| m |

n
csch

| m |

1- k
2
( x - kt + c0) ,  1- k

2
> 0,

  u2( x , t ) =
| m |

- n
coth ? | m |

2( k 2- 1)
( x - kt + c0) ,  n < 0,  k

2
- 1 > 0,

  u3( x , t ) =
m
n
i( cschN+ cothN) ,

  其中 N=
2

k
2
- 1

m( x - kt + c0) ,  k
2
- 1 > 0,  i2 = - 1,
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  u4( x , t ) =
| m |

n
cot ? | m |

2(1- k
2
)
( x - kt + c0) ,  n > 0,  k

2
- 1 < 0,

  u5( x , t ) = ? 2 | m | csc n

k
2
- 1

( x - kt + c0) ,  1- k
2
< 0# 
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New Explicit and Exact Travelling Wave Solutions for a

Class of Nonlinear Evolution Equations

XIA Tie_cheng,  ZHANG Hong_qing,  YAN Zhen_ya

( Depa rtment of Mathema tics , Dalian Un iver sity of

Techn ology , Da lian 116024, P R China )

Abstract: With the help of Mathematica, many travelling wave solutions for a class of nonlinear evo-

lution equations u tt + auxx + bu + cu2+ du3 = 0 are obtained by using hyperbola function method and

Wuelimation method, which include new travelling wave solutions, periodicl solutions and kink soliton

solutions. Some equations such as Duffing equation, sin_Gordon equation, <
4 and Klein_Gordon equa-

tion are particular cases of the evolution equations. The method can also be applied to other nonlinear

equations.

Key words: equation; periodic solution; solitary wave solution
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