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双 Ñ_型裂纹断裂动力学问题的非局部理论解
X
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(我刊编委王彪来稿)

摘要:  研究了非局部理论中双Ñ_型裂纹弹性波散射的动力学问题, 并利用富里叶变换使本问题

的求解转换为三重积分方程的求解,进而采用新方法和利用一维非局部积分核代替二维非局部积

分核来确定裂纹尖端的应力状态, 这种方法就是 Schmidt方法# 所得结果比艾林根研究断裂静力

学问题的结果准确和更加合理,克服了艾林根研究断裂静力学问题时遇到的数学困难# 与经典弹

性解相比,裂纹尖端不再出现物理意义下不合理的应力奇异性, 并能够解释宏观裂纹与微观裂纹

的力学问题# 
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引   言

非局部理论是六十年代末发展起来的一种新型连续介质力学理论,这一理论主要由 Ede-

len
[ 1]

, Eringen
[ 2]

, Green
[ 3]
等人创立起来的# 根据这一理论,认为物质域内任意一点的力学状态

不仅与该点的一个无限小邻域有关,而且与整个物质域的其它质点的力学状态有关# 这一点

与经典弹性理论是不同的,经典弹性理论认为物质域内任意一点的力学状态仅与该点的一个

无限小领域有关,这一点都体现在本构方程上有所不同# 在文章[ 4, 5, 6, 7]中,艾林根利用非

局部理论分别研究Ñ、Ò、Ó型裂纹问题,所得结果表明裂纹尖端并不存在应力奇异性,解决了

长期存在于力学研究中的一个基本问题# 这就使我们可以利用在物理意义上合理的最大应力

假设来研究断裂问题,并且非局理论将有助于我们更好地对复合材料进行分析研究# 然而,艾

林根在[ 4, 5, 6]中的结果并不准确, 在裂纹尖端出现不合理的应力振荡性[ 4] , 采用的迭代法对

于大晶格参数情况, 迭代误差也较大# 因此, 艾林根所采用的迭代法[ 1]不适用于解决这种问题

# 而艾林根在文[ 5, 6, 7]中所采用的求解对偶积分方程的方法也不是合理的, 原因是文[ 5, 6,

7]中的第二类对偶积分方程的积分核是超奇异的# 利用 Schmidt方法[ 8]可以克服这一困难,近

期本人利用这一方法研究了非局部理论中单裂纹的静态和动态问题[ 9~ 13] , 但对于双 Ñ_型裂

纹的动态问题还没有研究过# 

由于以上的原因,本文采用新的方法利用非局部理论研究断裂动力学中的双裂纹的弹性
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波散射问题# 在此之前还没有人利用非局部理论研究过断裂动力学问题# 经过富里叶变换可

以把问题的求解转化为对偶积分方程的求解# 在求解对偶积分方程时, 用雅可比多项式和

Schmidt[ 8]方法把裂纹的表面位移展开成级数形式# 这种方法与艾林根在文献[ 4, 5, 6, 7]中采

用的方法完全不同,但能够克服艾林根在文献[ 4, 5, 6, 7]中遇到的数学问题, 结果也比艾林根

在文献[ 4, 5, 6, 7]中的结果准确合理, 这也是本文的研究目的# 如我们预料裂纹尖端应力不再

有奇异性,显示了裂纹尖端应力场的本来面目# 结果表明: 裂纹尖端的应力场不仅与裂纹长度

有关,而且与材料的原子晶格参数有关# 而经典弹性力学解的应力强度因子仅与裂纹长度有

关,与材料的性质无关# 

1  非局部弹性动力学理论的基本方程

根据非局部理论,认为物质域内任意一点的力学状态不仅与该点的一个无限小领域有关,

而且与整个物质域的其它质点的力学状态有关# 这一点与晶格动力学的原子理论一致[ 14]# 

对于均匀、各向同性的弹性物体,非局部弹性理论的线性方程为[ 4] :

  Skl, k = Q&u l , (1)

  Skl ( X , t ) = QV
A( | Xc- X | ) Rkl ( Xc, t )dV(Xc) , (2)

这里

  Rij ( X , t ) = Kur , r ( X , t ) Dij + L[ ui , j ( X , t ) + uj, i ( X , t ) ]# (3)

这里应力本构方程( 2)与经典弹性理论应力本构方程不同之处是应力本构方程( 2)中某点的应

力与物体中各点的应变都有关# K和L是拉梅常数, Q是材料密度# 方程(2)中的积分是在表

面积 5V 所包围的体积上进行的# A( | Xc- X | ) 就是非局理论中的影响函数,它是距离 | Xc

- X | 的函数,方程(3) 是经典弹性理论中的虎克定理,把方程(2) 代入到方程(1) 中,利用格林

_高斯定理可得:

  QV
A( | Xc- X | ) [ ( K+ L) uc

k , kl ( Xc, t ) + Luc
l , kk( Xc, t ) ] dV(Xc) -

      Q5 V
A( | Xc- X | ) Rkl ( Xc, t )dak( Xc) = Q&u l , (4)

这里无限远处的积分为零# 

2  裂纹模型

设一无限大弹性平板内有两个长度为 1- b 的共线裂纹, 2b 是两裂纹间距离,如图1所示

(对于任意长度的两共线裂纹解可以通过本问题的解经一简单的变换而获得)# 当裂纹受到

一垂直于裂纹面的稳态弹性波入射时,根据[ 15] 的讨论可得,裂纹面上的边界条件可写为( X

是入射波的频率, - S0 是入射波的幅值# 下面对于时间简谐因子 e
- iXt
将不做考虑) :

Syx( x , 0, t ) = 0,  v( x , 0, t ) = 0,  | x | > 1, | x | < b, (5)

Syx( x , 0, t ) = 0,  Syy( x , 0, t ) = - S0,  b [ | x | [ 1, (6)

u ( x , y , t ) = v ( x , y , t ) = 0,  ( x
2
+ y

2
)

1/ 2 y ] # (7)

3  三重积分方程

由边界条件可知,方程( 4)可写成如下形式:
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  Q
]

- ]Q
]

- ]
A( | xc- x | , | yc- y | ) [ ( K+ L) uc

k , kl ( xc, yc, t ) +

      Lu
c
j , kk( xc, yc, t ) ] dxcdyc- 2LQ

- b

- 1
+ Q

1

b
A( | xc- x | , 0) @

      = e2 j ( xc, 0, t )>dxc= - QX
2
uj , (8)

这里 =e2j ( xc, 0, t )> = e2 j ( xc, 0+ , t ) - e2j ( xc, 0- , t ) 是一应变间断# 

图 1  裂纹的几何模型

ekj ( x , y , t ) = 015[ uk , j ( x , y , t ) + uj , k( x , y , t ) ]# 

根据文献[ 7]的讨论可得

= e2 j ( x , 0, t )> = 0   (对任意 x )# (9)

富里叶变换可以表示为

  �f ( s ) = Q
]

- ]
f ( x ) e- i sx dx , (10)

  f ( x ) =
1
2PQ

]

- ]
�f ( s) eisx ds# (11)

为了问题的求解, 方程( 8)对变量 x 经富里叶变换

后可写为如下形式:

Q
]

- ]
�A( | s | , | yc- y | ) [ L�uc

, yy - ( K+ 2L) s2�uc- is ( K+ L)�vc
, y ] dyc= - QX2�u , (12)

Q
]

- ]
�A( | s | , | yc- y | ) [- i s ( K+ L)�uc

, y + ( K+ 2L)�vc
, yy - s

2L�vc
] dyc = - QX2�v# (13)

对于影响函数 A,如文献[ 9, 11, 13, 16, 17] 中讨论可知, 在这里选取一维非局部理论核来

代替二维非局部理论核, 从而使问题得以解决, 这种方法在讨论非局部理论弹性波的传播问

题[ 16] 时引用过,现在设:

  �A( | s | , | yc- y | ) = �A0( s ) D( yc- y ) , (14)

从方程( 12) , ( 13)可得:

  �A0( s ) [ L�u , yy - ( K+ 2L) s 2�u - is ( K+ L)�v , y ] = - QX2�u , (15)

  �A0( s ) [- i s( K+ L)�u , y + ( K+ 2L)�v , yy - s
2 L�v ] = - QX2�v# (16)

这里方程( 15) , ( 16)的解可写为如下形式 ( y \ 0)

u ( x , y , t ) = -
2
PQ

]

0
sA 1( s ) sin( sx ) exp(- C1 y )ds -

2
PQ

]

0
C2A 2( s ) sin( sx ) exp(- C2 y )ds,

(17)

v( x , y , t ) = -
2
PQ

]

0
C1A 1( s ) cos( sx ) exp(- C1 y )ds -

2
PQ

]

0
sA 2( s ) cos( sx ) exp(- C2y ) ds,

(18)

这里 C2
1 = s

2
-

X2

c
2
1�A0( s )

, C2
2 = s

2
-

X2

c
2
2�A0( s)

, c1 =
K+ 2L
Q

, c2 =
L
Q

# 

定义函数 A ( s) 如以下形式

  A 1( s ) = -
1

2C1
[ s

2
+ C2

2]�A0( s ) A( s ) , (19)

  A 2( s ) = s�A0( s ) A ( s) , (20)

由于对称性,这里仅考虑第一象限的问题就可以了# 从而利用边界条件可以获得如下形

式的方程:
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  Q
]

0
A( s ) cos( sx )d s = 0  (0 < x < b, x > 1) , (21)

  Q
]

0
�A

2
0( s) f ( s) A ( s) cos( sx )ds =

PS0

2L  ( b < x < 1) , (22)

方程( 21)和( 22)是三重积分方程# 

  f ( s ) =
1

2C1
[ s

2
+ C

2
2]

2
- 4s

2
C1 C2 # (23)

4  三重积分方程的解

影响函数 A依赖于特征长度a/ l ,这里 a 是内部特征长度, 即晶格参数# l 是外部特征长

度,即裂纹长度# 这里与经典弹性理论的不同之处就是非局理论中的影响函数 �A0( s)# 对于

a = 0时, �A0( s ) = 1、进而方程(21) ~ (22)将返回到经典弹性理论中的同样问题的三重积分方

程# 为了求解三重积分方程,当然三重积分方程(21) ~ (22) 可以变换为一个不连续核的第一

类积分方程[ 4]
, 这将是不适定问题,数值求解相当困难# 本文采用 Schmidt方法来克服这一困

难# 如文献[ 7, 17]中的讨论,影响函数采用如下形式

A0 = V 0exp(- ( B/ a) 2
( xc- x )

2
) , (24)

V 0 =
1

P
B/ a, (25)

这里 B是一个常数( B= e0 P/ l , e0是一与材料有关的常数) , a是晶格参数# 从而可以获得:

�A0( s) = exp -
( sa )

2

(2B)
2 , (26)

当 a y 0时�A0( s ) = 1,从而方程(21) ~ (22) 将返回到经典弹性理论中的著名方程# 这

里利用Schmidt方法[ 8] 来求解三重积分方程(21) ~ (22)# 位移 v 展开成如下级数形式:

v = E
]

n= 0
anP

(1/ 2, 1/ 2)
n

x -
1 + b

2
1 - b

2

1-
x -

1 + b
2

2

1 - b
2

2

1/ 2

(当 b < x [ 1, y = 0) , (27)

v = 0   (当 x > 1, x < b, y = 0)# (28)

这里 an 是要确定的未知系数, P
(1/ 2, 1/ 2)
n ( x ) 是雅可比多项式[ 18]# (27) 经富里叶变换[ 18] 后为

-
X2

2c2
2
A( s) = �v ( s, 0, t ) = E

]

n= 0

anBnGn ( s)
1
s
J n+ 1 s

1- b
2

, (29)

Bn = 2 P
#( n + 1 +

1
2 )

n!
,  Gn( s) =

(- 1) n/ 2cos s
1 + b

2
 ( n = 0, 2, 4, 6, ,) ,

(- 1) n- 1/ 2sin s
1+ b

2
 ( n = 1, 3, 5, 7, ,) ,

(30)

这里 #( x ) 和 J n( x ) 分别是伽马和贝赛尔函数# 

把方程( 29)分别代入到( 21)和( 22) , 方程( 21)将自动满足,方程( 22)将变为如下形式 ( b

[ x < 1)

  E
]

n= 0
anBnQ

]

0
�A2

0( s ) Gn ( s) f ( s )
1
s
Jn+ 1( s

1 - b
2

) cos( xs )ds = -
PS0X

2

4Lc2
2

# (31)
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对于大的 s,方程(31) 中的积分函数将是指数形式衰减, 从而方程(31) 的半无限积分可以

利用菲龙方法[ 19]来数值求解,方程(31) 现在可以利用Schmidt方法[ 8] 来求解未知系数an# 方

程(31) 可以简写为如下形式:

  E
]

n= 0

anEn( x ) = U( x )  ( b < x < 1) , (32)

这里 En( x ) 和 U( x ) 是已知函数, an是需求解的未知系数# 函数序列Pn ( x ) 满足如下正

交条件并且由已知函数 En ( x ) 构造出来:

  Q
1

b
Pm( x ) Pn ( x ) dx = NnDmn,  Nn = Q

1

b
P

2
n ( x ) dx , (33)

  Pn( x ) = E
n

i= 0

M in

Mnn
Ei ( x ) , (34)

这里 M ij 是矩阵Dn 的元素d ij 的余因子,矩阵 Dn 定义为如下形式

  Dn =

d00, d01, d02, ,, d 0n

d10, d11, d12, ,, d 1n

d20, d21, d22, ,, d 2n

,, ,, ,, ,, ,
,, ,, ,, ,, ,

,, ,, ,, ,, ,

dn0, dn1, dn2, ,, dnn

,  dij = Q
1

b
E i ( t ) Ej ( x )dx# (35)

利用方程( 32) ~ ( 35)可得

  an = E
]

j = n

qj
Mnj

Mjj
, (36)

  qj =
1
N jQ

1

b
U( x )P j ( x ) dx# (37)

5  数值计算和讨论

如果系数 an 已知, 从而应力场就可以获得# 而对于断裂力学来说, 重要的是确定沿裂纹

线上的应力场 Syy# 沿裂纹线上的应力场 Syy 可以表示为 :

Syy =
4Lc22
PX2 E

]

n= 0

anBnQ
]

0
�A2

0Gn( s )f ( s )
1
s
J n+ 1 s

1- b
2

cos( sx )ds , (38)

对于 a = 0时,在点 x = b 和 1,将出现经典的应力奇异# 然而只要 a X 0, 方程(38) 中

的无穷级数和半无限积分都是收敛的,从而所表示的应力也是有限的# 从结果可知,当 b < x

< 1, y = 0时应力 Syy / S0是非常趋近于单位 1# 而对于 x > 1,应力 Syy / S0将从一个在 x = l

处的有限值逐渐减小到 x = ] 处的零值# 由于 a/ [ 2B(1 - b ) ] > 1/ 100表示裂纹长度小于

10- 6cm[ 6]
,而这么小的裂纹代表的是与原子间断量级相同的裂纹, 这么小的裂纹并不是本文研

究的目的, 本文研究的裂纹一般都大于这个量级# 对于Lame常数为 K= 98 @ 109
(N/ m2

) , L=

77 @ 109
(N/ m2

) , Q= 717 @ 103
( kg/ m3

) 情况,给出了动应力的数值结果# 由于积分函数是指数

衰减,因此半无限积分可以利用菲龙和辛普生方法获得数值结果# 从文献[ 20] ~ [ 21] 可知,

如果选取方程( 31) 中级数的前十项, Schmidt方法就可以满足本文的精度, 本文的结果在图 2

~ 11中给出# 通过结果的分析,可以得出如下结论:
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图 2  对于 a/ (2B) = 01000 5, X/ c2 = 012  图 3  对于 a/ (2B) = 01000 8, X/ c2 = 110

时裂纹尖端附近应力变化情况 时裂纹尖端附近应力变化情况

图 4  对于 a/ ( 2B) = 01000 8, b = 014   图 5 对于 a/ (2B) = 01 001 5, X/ c2 = 110

时裂纹尖端附近应力变化情况 时裂纹尖端附近应力变化情况

图 6  对于 a/ (2B) = 01000 5, b = 01 4   图 7 对于 a/ (2B) = 01000 5, X/ c2 = 01 2,

时裂纹尖端附近应力变化情况 b= 01 1时裂纹尖端附近应力变化情况
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� ) 本文的研究方法能够克服艾林根在文献[ 4, 6, 7]中遇到的数学困难,结果比艾林根在

文献[ 7]中的结果要准确,方法也比艾林根在[ 4, 6, 7]中的方法合理# 

� ) 应力场在裂纹尖端不再有奇异性发生# 应力场的最大值不是在裂纹尖端发生, 而是

出现在稍微离裂纹尖端一段距离的地方,这一结论与艾林根在文献[ 14]中的结论相符,出现应

力最大值的点与裂纹尖端的距离非常小,与经典弹性理论解相比,本文中的应力场当远离裂纹

尖端时收敛于经典弹性理论解的应力场# 

� ) 当晶格参数趋于零时,裂纹尖端的应力将趋于奇异# 这就是经典弹性理论解的应力

二分之一奇异性# 

� ) 如果 a/ B保持不变, 即材料的原子晶格参数不变, 裂纹尖端的应力集中将随着裂纹长

度的增加而增加,事实上实验表明小裂纹比大裂纹更具有阻抗裂纹断裂的能力# 

� ) 应力随频率的增加显非线性变化, 但不是随频率的增加都增加# 

图 8  对于 a/ (2B) = 01000 5,     图 9  对于 a/ (2B) = 01000 8,

X/ c2 = 012, b = 014时 X/ c2 = 11 0, b = 011 时

裂纹线上应力变化情况 裂纹线上应力变化情况

图 10 对于 a/ (2B) = 01000 8,      图 11  对于 a/ (2B) = 01001 5,

X/ c2 = 110, b = 015 时 X/ c2 = 11 0, b = 013 时

裂纹线上应力变化情况 裂纹线上应力变化情况
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� ) 本文的结果使宏观与微观断裂研究达到了统一# 

� ) 右边裂纹左尖端的应力大于右尖端的应力, 对于右边裂纹来说, 裂纹线上的应力将随

着两裂纹间的距离的增加而减小# 
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Investigation of the Scattering of Harmonic Elastic

Waves by Two Collinear Symmetric Cracks

Using the Non_Local Theory

ZHOU Zhen_gong,  WANG Biao

( Center for Com posite Mater ials , Ha rbin Inst itute of Technology , Ha rbin 150001, P R China )

Abstract: The scattering of harmonic waves by two collinear symmetric cracks is studied using the

non_local theory. A one_dimensional non_local kernel was used to replace a two_dimensional one for

the dynamic problem to obtain the stress occurring at the crack tips. The Fourier transform was ap-

plied and a mixed boundary value problem was formulated. Then a set of triple integral equations was

solved by using Schmidt. s method. This method is more exact and more reasonable than Eringen. s

for solving this problem. Contrary to the classical elasticity solution, it is found that no stress singu-

larity is present at the crack tip. The non_local dynamic elastic solutions yield a finite hoop stress at

the crack tip, thus allowing for a fracture criterion based on the maximum dynamic stress hypothesis.

The finite hoop stress at the crack tip depends on the crack length, the lattice parameter and the cir-

cular frequency of incident wave.

Key words: the non_local theory; Schmidt. s method; the triple_integral equation
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