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三维弹塑性有摩擦接触问题求解
的 一 个 新 算 法

X
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(大连理工大学 工业装备结构分析国家重点实验室, 大连 116024)

(我刊编委钟万勰来稿)

摘要 :  空间弹塑性有摩擦问题是两种非线性相互耦合的边值待定问题, 由于涉及到空间接触问

题, 切向滑动状态的确定就成为一个重要的方面 , 为获得高精度的结果, 大量的计算工作是难免

的# 规划法与迭代法是处理这类问题的两种重要的方法# 作者提出了将这两种方法相结合的规

划_迭代算法,充分利用两种方法各自的长处来处理空间弹塑性接触问题# 数值结果表明了所提出

算法的良好性态# 

关  键  词:  三维有摩擦接触;  弹塑性;  规划法;  迭代法;  有限元法

中图分类号:  O221; O242. 21   文献标识码:  A

引   言

机械、航空航天、土木工程等领域存在着大量的接触问题,因这一问题的难度大,因而描述

一般接触系统的力学模型与求解技术多年来仍在不断地研究进行# 单边性是联系一切摩擦接

触系统的共性, 也是导致问题非线性的本质所在# 由于接触往往伴随着接触区域临近的材料

区域的非线性, 因而材料非线性与有摩擦接触双重非线性耦合问题则成为问题研究的必然# 

文[ 1]将变分原理应用到弹塑性问题中,在变分泛函中引入参变量, 成功地建立了适应性很广

的弹塑性模型, 文[ 1, 2]进一步利用弹塑性问题和接触问题的相似性,通过惩罚因子导出接触

刚度阵, 给出平面接触问题的流动函数和势函数# 本文则是利用参变量二次规划方法, 在空

间弹塑性有摩擦接触问题分析领域开展进一步的研究工作# 在实际结构分析中, 能简化成平

面问题求解的题目是有限的, 研究求解三维问题的方法是必要的# 文[ 3]在处理这类问题方

面有独到之处, 然而由于这一问题的特殊性, 虽然有些文献认为所提出的方法可处理三维问

题, 可进行的工作一般仅是针对平面问题[ 4]# 实际上, 二维的研究成果向三维推广并非易

事, 其中有两个最主要的困难
[ 5]

, 其一: 切向摩擦力方向难以确定; 其二, 问题求解工作量大

大增加# 本文的算法就是针对这一问题而提出的, 其目的是在减少计算工作量的同时提高问

题的求解精度# 
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1  空间弹塑性接触问题的提法

问题的基本方程可表述如下:

平衡方程   dRij , j + dbi = 0; (1)

协调方程   dEij =
1
2
(du i, j + duj , i ) ; (2)

      dRij = D ijkl ( dEkl - dEpkl ) ;

本构方程   f ( Rij , E
p
ij , N ) [ 0; (3)

      dE
p
kl =

5 g
5RklK,  K

\ 0  ( f = 0) ,

= 0  ( f < 0) ;

      njdRij = d�p i , ( Sp 上) ;

边界条件   dui = d�u i , ( Su上) , (4)

      

du (1)
n - du (2)

n + D* \ 0, ( p n [ 0) ,

p n(du
( 1)
n - du (2)

n + D* ) = 0,

| pS | < - Lp n 时, | du
(1)
S - du

(2)
S | = 0,

| pS | = - Lp n 时, | du (1)
S - du (2)

S | \ 0# 

 ( Sc 上)

其中各参数与变量的物理意义与传统的使用记法相同,不再描述# 

本构关系式( 3)可通过Taylor展开而转换为如下形式[ 1]

  f
0
A+ WAdE- MAK [ 0  ( A= 1, 2, ,, m , K\ 0) , (5)

其中

  WA =
5f A
5R D ,  MA = WA

5gT

5R -
5fA
5Ep

T
5gT

5R +
5fA
5NAh

T# (6)

图 1  空间接触问题

而 f
0
A为增量步的初始值, m 表示本构关系中的屈

服面个数# 

弹塑性接触面(见图 1) Sc上的边界条件也可

作相应的替代
[ 2, 3]# 与平面接触问题不同,

Coulomb摩擦定律应在全圆周上表示,这也是三维

接触问题的一个难点# 其形式为(见图 2、3)

C ] ( p n) = pS: f = | p S | + Lp n [ 0 ,

pS = p S1 i + pS2j# 
(7)

为建立线性互补方程,式( 7)的离散形式可表

为

CN = PS: f i ( p S, p n) [ 0,

   i = 1, 2, ,, N ,

f i = [ cosAi , sinAi , L] [ p S
1
, pS

2
, p n]

T# 

(8)

为表示 S c上的非穿透条件,引入惩罚因子 ES, En 与接触应变定义

  dEc = dEec + dEpc , dpc = Dc(dEc - dEpc) , (9)

其中
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图 2  Coulomb摩擦定律             图 3 Coulomb摩擦定律线性化

  dEc = [ dES1, dES2, dEn] ,  Dc =

ES 0 0

0 ES 0

0 0 En

,

  dES1 = du ( 1)
S1 - du (2)

S1 = $uS1, dES2 = du (1)
S2 - du ( 2)

S2 = $uS2, (10)

  dEn = du (1)
n - du ( 2)

n + D* = $un+ D* # 

这里 D
*
为增量步初始间隙# 通过定义接触面滑动/屈服0 函数�f 1和/流动0 势函数 �g i

  

�f i = p S1cosAi + p S2sinAi + Lp n [ 0,

�g i = p S1cosAi + p S2sinAi ,

�f N+ 1 = p n [ 0, �gN+ 1 = p n   ( i = 1, 2, ,, N )# 

(11)

则滑动应变可表示为

  dEpc = �Kk
5�gk

5pc
=

5�gT

5 pc
�K  (�K \ 0) , (12)

如此可将 Sc上的接触边界条件演变成

  �f 0
k + �WkdEc- �Mk�K [ 0   ( k = 1, 2, ,, N + 1, �K \ 0) , (13)

其中

  �Wk =
5�f k

5pc

T

Dc , �Mk =
5�f k

5pc

T

Dc
5�g
5pc

T

# (14)

2  参数二次规划求解

首先可建立空间弹塑性接触分析的参变量最小势能原理:在所有满足应变位移关系与位

移边界条件的可能位移增量场中, 真实解使势能

  0[ K, �K] = Q8

1
2
du i, jD ijklduk , l - KARklAduk, l - dbidu i d 8 +

      QS
c

1
2
dEciD cijdEij - �KA�RkAdEck ds - Qs

p

d�p idu ids# (15)

在状态方程( 5) , ( 13)的控制下取极小值# 其中

  

RklA =
5gA
5Rij

D ijkl , �RkA =
5�g A

5p ci
D cik ,

dEc = [ dEc1, dEc2, dEc3]
T
, dpc = [ dpS1, dpS2, dp n]

T
,

D cij = DijES = DijEn = DijE# 

(16)
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限于篇幅,证明从略# 

基于上述变分原理, 可建立一套针对空间弹塑性问题分析的有限元列式# 设区域划分的

单元个数N E, 自由度数N u,塑性单元数N p, 接触单元个数N c, 全部塑性单元共依赖于 mp 个塑

性状态方程, 接触状态方程共有 mc个, 则全部控制方程个数为 mf = mp+ mc# 通过单元离散

插值,式(15) 化为

  0[ Kc] =
1
2
d uT Kdu - d uT ( 5Kc+ p) , (17)

其中

  

K = E
N
e

e= 1

ke + E
N
e

e= 1

k
c
e I R

N
u
@ N

u ,  ke = Q8e
B

T
DBd 8 ,  k

c
e = QS

e

c

N
T
DcNds,

p = p 0- pD I R
N

u
@ 1

, pD = E
N

c

e= 1

k
c
e D

*
c , p0 = E

N
e

e= 1
Q8e

N
Tdbd 8 +QS

e

p

N
Td�p ds ,

5 = E
N
p

e= 1Q8e
B

T
R

T
d 8 + E

N
c

e= 1QS
e

c

N
T
�R

T
d s I R

Nu@ mf
,  Kc= [ K

T
, �K

T
]
T
,

(18)

而式( 5) , ( 13)的离散形式为

  
Cdu - UKc- t + vc = 0,

vcT Kc
= 0, ( vc, Kc \ 0) ,

(19)

其中

  

C = E
N

p

e= 1
Q8e

WeBd 8 + E
N
c

e= 1
QS

e

c

�WeNds I R
m

f
@ N

u ,

U = E
N
p

e= 1Q8e
Med 8 + E

N
c

e= 1QS
e

c

�Meds I R
m

f
@ m

f,

t = t 0+ tD,  tD = - E
N
c

e= 1QS
e

c

�WedsD
*
c ,  t 0 = - E

N
p

e= 1Q8e
f

e
0d 8 - E

N
C

e= 1QS
e

c

�f e
0ds# 

(20)

式( 17) , ( 19)实际上构成了一个二次规划问题, 其将演变为下列问题的求解

  
vc- ( U- CK

- 1 5 ) Kc = - CK
- 1
P0+ t 0- ( U- CK

- 1 5 ) D*
C ,

vcT K= 0   ( vc, Kc \ 0)# 
(21)

注意到初始缝隙 D*c 已由位移空间转化到控制参数Kc对应的空间上了# 

式( 21)的求解是一个互补方程的去解问题# 但是应当注意, 由于惩罚因子 E y ] 的引

入,会使问题求解精度受到影响,为了解决这一问题, 可将结构总位移向量分成普通位移向量

Nui与接触相对位移Nuo# 如此式(21) 中各矩阵的形式将为

K =
K 11( N

ui
@ N

ui
) K 12(N

ui
@ N

uo
)

K 21(N
uo

@ N
ui
) K 22+ EK

*
22( N

uo
@ N

uo
)

,  p0 =
p oi( N

ui
@1)

p 0o (N
uo

@ 1)

,  t0 =
t 0i ( mp@ 1)

t 0o ( m
c
@ 1)

,

C =
C11( mp @ mp ) C12( mp @ mc)

0( mc @ mp ) EC
*
22( mc@ mc)

,  5 =
511( mp@ mp) 0( mp @ mc)

5 21( mc@ mp) E 5
*
22( mc @ mc)

,

U =
U11( mp @ mp ) 0

0 EU
*
22( mc@ mc)

# 

(22)
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可以证明

  EU
c
22 = EC

c
22 5

c
22# (23)

利用式( 22) ,经过一番推导, 可将式( 21)分解成

  

v - ( U11- C11K
- 1
11 5 11) K- ( C11K

- 1
11 K12- C12) 5

c
22�K=

  - C11K
- 1
11 p0i + t 0i - ( C11K

- 1
11 K 12- C12) D

*
C + O

1
E

,

�v - C
c
22( K21K

- 1
11 5 11- 5 21) K- C

c
22K

*
22 5

c
22�K=

  - C
c
22p

*
0 + t00 - C

c
22K

*
22 D

*
c + O

1
E

,

v
TK= 0,  �vT�K= 0,  v , K, �v , �K \ 0,

(24)

其中

  K
*
22 = K22- K21K

- 1
11 K12,  p

*
0 = p00- K21K

- 1
11 p0i , (25)

恰是子结构分析中的凝聚公式# 因而利用子结构方法进行编程将是方便的# 当 E y ] 时,式

(24) 中的惩罚因子自然消除# 

3  规划与迭代算法的结合

先来研究一下式( 24)直接求解的效率问题# 式( 24)是一个标准的线性互补问题, 已有一

些成熟的算法,本文采用Lemke算法对其进行求解# 求解效率的关键则归结为 mf值的大小# 

假设屈服面个数只有一个,因而 m p的值与弹塑料性单元的个数一致,对 mc个接触单元来说,

由式(8) 可以发现,每个接触单元的屈服面个数为N + 1个, 则m c值将为( N + 1) NC个# 在另

一方面自然也可以发现, 由于式(8) 是对式(7) 的一种近似表达式,其中 N 决定了这种近似的

程度, N值越大,近似程度越好# 为使切向接触力与滑动方向的精度保持在 Hb之内,应有N \

(180 + H- E) / H取整,其中 X为一个大于零的小量# 如为使精度在 10b之内, N \18应当成

立# 因而 mf值最终将是

  mf U N p+ (N + 1)N c# (26)

当空间接触单元个数增加时, m f值的大小也将大幅度提高,这就为式(24) 的求解带来了困难,

这也是空间弹塑性问题求解的一个难点# 

文[ 6]提出了针对弹性空间接触问题分析的规划迭代算法,本文进一步将这一算法引入到

空间弹塑性接触分析当中,进一步体现了这一算法的优越性# 下面给出这一算法在空间弹塑

性接触问题分析中的实现过程# 对一个增量步而言:

1) 初始步# 此时用 Lemke 算法对式( 24)进行求解,且线性化公式仍用( 8) ,但 N 值不必取

得太大,如 N 可取为 5(表示为 5边形的划分)# 

2) 进入迭代过程# 此时塑性单元仍采用增量步初始时的状态(即不对塑性单元进行迭

代) , 而线性化式( 8)要根据 1)的结果进行修正

  

CM = p
( k )
S : f

( k )
i ( p

( k)
S , p

( k )
n ) [ 0, i = 1, 2, ,, M ,

f
( k )
i ( p

( k )
S , p

( k)
n ) = [ cos( Ai + B( k- 1)

S ) , sin( Ai + B( k- 1)
S , L) ] #

        [ p
(k )
S1 , p

( k)
S2 , p

( k )
n ]

T   ( k = 1, 2, ,)# 

(27)

显然 M 与N 可以独自取值, k 表示迭代次数# B( k )S 表示接触点切向力或相对滑动方向# 且
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  B( k ) =

arc tan($u
( k)
2 / $u

( k )
1 ) ,  $u

( k )
2 X 0,  $u

( k)
1 X 0,

arc tan($p
( k )
S2 /$p

( k )
S1 ) ,  $u

( k )
2 = 0或 $u

( k)
1 = 0且 $p (k )

S1 X 0,

P/ 2,  $u
( k)
2 = 0或 $u

( k )
1 = 0  且  $p ( k )

S1 = 0# 

(28)

  A- 1+ B( k- 1)
S [ Ai + B( k- 1)

S [ A++ B( k- 1)
S , (29)

  A+- A- = A+ -
/ ( k (M - 1) ) , (30)

  P [ A+ - [ 2P# (31)

显然,式( 27)是一个围绕在角度周围的一个开集,这里建议 M 取AM/ 1/ 2+ B( k- 1)
S = B( k- 1)

S # A+ -

值的大小是收敛速度的一个关键, 取2P为保守取法,计算经验表明,取 P一般总有较好的收敛

性,但为防止 | pS | 由于太小而使 B( k)S 呈现跳跃现象,这里给出下列收敛判定条件

  max

N
c

I= 1
( | p

( I)
S | ) min

M

j= 1
[ H( k )dI - ( Aj + B( k+ 1)

I ) ] + max

N
c

I = 1
( | p

(I)
S | ) min

M

j = 1
[ H( k )pI -

      ( Aj + B
( k+ 1)
I ) ] + max

N
c

I = 1
[ ( | p

( I)
S | ) [ H

( k )
dI - H

( k )
pI ] [ E# (32)

其中 E为收敛精度; H( k )di 为接触点切向相对滑动位移方向; H(k )pi 为接触点切向剪力方向# 而

  p
( i )
S = | p

( i )
S | # (33)

下面进一步分析新算法的计算效率# Lemke算法最后面临的是 m f @ m f阶矩阵的消元问

题,消元一次所用计算量为 m f @ mf运算,这就是算法计算的量级,设: N p = N c, N = M = 5,

A+ -
= P,则一次迭代精度就可保持在 5b以内,而为保持相同的精度,常规算法需用N = 36边

的线性化,计算量之比为, ( N p+ (36 + 1)N c)
2
/ (2 @ (Np+ (5+ 1)N c)

2
) U 14173,除去迭代所

需的必要的矩阵组装,计算速度仍有较大的提高# 

4  数 值算 例

例 1  图 4所示管子两端同时受平板压, 假设平板足够刚, 使管子均匀挤压# 管子内径

1. 98m,厚 0. 5m, Ryp = 8 600Pa, E = 21875 @ 107Pa, L = 20m, M= 013,初始位移量 D= 0101m# 

假设平板与管端之间的摩擦系数 L= 0102# 材料为理想弹塑性, 服从Tresca屈服准则,且只取

单元面内两个主应力# 

图 4  圆筒端部摩擦接触问题

考虑到结构的对称性,取结构的 1/ 8分析, 划分了

81个弹塑性元, 10个空间接触元(每 10度角分一个)# 

当不考虑摩擦效应时, 计算结果是全部单元均进入塑

性,且为 Rmin = 860 0Pa, 这个解与解析解完全一致# 

当考虑摩擦效应时, 由于摩擦力作用, 单元的受力

状态有所改变, 摩擦剪应力出现# 表 1列出接触点的接

触应力与剪力方向计算结果# 其中 Ha 为剪力方向解析

解, Hp为剪力方向计算结果# SB8为常规8边形Coulomb

定律线性化结果, IS5为本文 N = M = 5, A- +
= 180b仅

一次迭代的结果# 显然本文方法获得了令人满意的结

果# 

例2  如图 5所示的两体接触问题,接触面为 A,上部结构较下部结构强度高# 因而考虑

下部结构进入弹塑性# 上部结构E = 9131 @ 107Pa, M= 013,下部结构E = 9131MPa, M= 013,
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接触面摩擦系数 L = 0115,荷载 q = 11716MN/ m# 材料本构模型采取 Drucker_Prager 屈服准

则, A= 0101, 7 = 110, Ryp = 10MPa# 作为结果比较,研究接触面(如图6) 上 A 1 ~ A 5(点的计

算结果# 

图 5 两块体接触问题                图 6  接触面

表 1 例 1计算结果

接触点 方案 pS1( Pa) p S2( Pa) p n(Pa) Hp( 0) Ha( 0)

1
SB8 1721363 01000 8 6191280 01000 01000

IS5 1721383 01000 8 6191300 01000 01000

2
SB8 171. 216 20. 025 8 619. 280 6. 672 10. 000

IS5 169. 955 28. 854 8 619. 300 9. 640 10. 000

3
SB8 164. 779 50. 639 8 619. 280 17. 083 20. 000

IS5 161. 579 60. 075 8 619. 300 20. 395 20. 000

4
SB8 141. 209 98. 864 8 619. 177 34. 998 30. 000

IS5 149. 477 85. 862 8 619. 300 29. 874 30. 000

5
SB8 159. 263 65. 966 8 619. 229 22. 500 40. 000

IS5 133. 445 109. 124 8 619. 300 39. 275 40. 000

6
SB8 65. 966 159. 263 8 619. 229 67. 500 50. 000

IS5 109. 168 133. 445 8 619. 300 50. 275 50. 000

7
SB8 98. 864 141. 209 8 619. 177 55. 002 60. 000

IS5 85. 862 149. 477 8 619. 300 60. 126 60. 000

8
SB8 50. 639 164. 779 8 619. 280 72. 918 70. 000

IS5 60. 075 161. 579 8 619. 300 69. 605 70. 000

9
SB8 20. 025 171. 216 8 619. 280 83. 329 80. 000

IS5 28. 854 169. 955 8 619. 300 80. 360 80. 000

10
SB8 0. 000 172. 363 8 619. 280 90. 000 90. 000

IS5 0. 000 172. 383 8 619. 300 90. 000 90. 000

表2给出 A 1 ~ A 5点的接触应力与滑动方向计算结果,其中 Hu为相对位移滑动方向,其它

符号同例 1说明# 由计算结果可以看到, 本文方法的计算结果是令人满意的# 表 3给出了接
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触点垂向位移计算结果, 我们可以看到接触点滑动方向的计算精度对位移计算结果也是有影

响的# 另外,由表 2可以发现,常规多边形 Coulomb定律线性化的计算结果对接触面的正压力

的结果是可以满足精度要求的,对于只关心接触面的正压力结果的一类问题,仍可采用常规的

一次线性化计算方法,且多边形的边数不用太多# 

 表 2 例 2计算结果

接触点 方案 pS1( Pa) p S2( Pa) p n(Pa) Hp( 0) Hu( 0)

A1
SB8 7. 139 17. 235 124. 371 112. 500 122. 444

IS5 8. 003 16. 899 124. 672 115. 340 118. 814

A2
SB8 1. 709 4. 124 29. 760 112. 500 128. 355

IS5 2. 562 3. 694 29. 977 124. 742 122. 881

A3
SB8 1. 385 3. 342 24. 118 112. 500 128. 688

IS5 2. 121 2. 937 24. 153 125. 844 122. 785

A4
SB8 1. 096 2. 646 19. 094 112. 500 121. 631

IS5 1. 202 2. 582 18. 993 114. 950 116. 804

A5
SB8 0. 760 1. 834 13. 238 112. 500 112. 611

IS5 0. 679 1. 807 12. 872 110. 585 109. 719

 表 3 例 2接触点垂向位移计算结果( @ 10- 5m)

接  触  点 A1 A2 A 3 A 4 A 5

弹性接触解 2. 012 1 1. 972 8 1. 870 8 1. 607 3 1. 306 5

弹塑性 SB8 2. 277 8 2. 197 2 2. 064 8 1. 756 9 1. 425 3

弹塑性 IS5 2. 326 2 2. 237 6 2. 098 8 1. 780 2 1. 439 2

5  结   论

本文提出了将数学规划法与迭代算法相结合的处理空间弹塑性有摩擦接触问题

的新算法# 规划法的特点是求解时收敛平稳, 且在一般情况下只要问题有解,总可求得问题

的解; 迭代法的优点是可以加收敛速度, 迅速获得最终结果# 因而将两种方法相结合, 可以充

分利用两者各自的优势, 处理计算力学领域的一些非线性计算问题,这对问题计算结果的精

度,收敛过程的平稳性与收敛速度都是有益的# 本文的工作充分的证明了这一点# 

由算例可以看到,传统规划法在接触点切向位移与力的方向的协调与一致的求解上误差

较大,这一点在应用时应引起足够的重视# 本文所提出的方法较好地克服了这一问题# 
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A New Method for Solution of 3D Elastic_Plastic

Frictional Contact Problems
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Dalian Un iv er sity of Technolo gy , Dalian 116024, P R China )

Abstract: The solution of 3D elastic_plastic frictional contact problems belongs to the unspecified

boundary problems where the interaction between two kinds of nonlinearities should occur. Consider-

ing the difficulties for the solution of 3D frictional contact problems, the key part is the determination

of the tangential slip states at the contact points, and a great amount of computing work is needed for

a high accuracy result. A new method based on a combination of programming and iteration methods,

which are respectively known as two main kinds of methods for contact analysis, was put forward to

deal with 3D elastic_plastic contact problems. Numerical results demonstrate the efficiency of the a-l

gorithm illustrated here.

Key words: 3D frictional contact; elasto_plasticity; programming method; iteration method; the f-i

nite element method
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