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摘要:  将振型变换方法引入基于能量差准则的等效线性化方法, 在此基础上针对多自由度非线

性系统受非零均值平稳高斯激励的情形,建立 c 次方能量差方法的基本方程# 给出了主要算式及

c 的取值,并结合算例分析了这一方法的精度# 算例结果表明, 该方法在计算精度和简便性方面

均优于方程差方法# 
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引   言

基于能量差准则的等效线性化方法是近十多年来发展起来的一种非线性随机振动分析方

法,具有比方程差方法精度高等特点# 为进一步提高该方法的计算精度,本文作者之一和张相

庭教授一起在文献[ 1]中提出一种基于非线性系统与等效线性系统能量 c 次方之差均方最小

化的准则(或可称之为 c 次方能量差方法) ,其中 c是参变量,为按照某一使计算结果最优的原

则确定# 在单自由度系统的情况下,文献[ 1] 采用白噪声下的FPK解确定 c值,并针对单自由

度系统受零均值平稳高斯激励的情形给出了关于 c的建议取值# 然而工程结构实际上都是

多自由度的,甚至是无限自由度的, 因此有必要在文献[ 1] 的基础上进一步研究多自由度非线

性系统的 c 次方能量差方法# 

在多自由度系统的等效线性化方法中,通常是直接对刚度矩阵进行等效,如文献[ 2, 3]等,

根据所得到的等效刚度矩阵, 可采用线性随机振动理论计算系统的响应# 这种方法的缺点是

等效刚度矩阵计算起来比较困难, 按照文献[ 4]的估计,对于一个自由度数 n = 10的系统,为

计算响应的前两阶矩,需求解的方程数就可达 N = 230# 实际的工程结构自由度数比这大得

多,且需考虑各自由度响应之间的互相关性, 求解难度可以想象# T. K. Caughey[ 5]在提出多自

由度系统的方程差方法时,采用振型变换的方法, 即用振型矩阵对非线性方程的线性部分进行

解耦, 得到一系列线性部分相互独立的方程, 只是在每个方程中, 将非线性部分集中在与系统

势能有关的一项中, 再用等效线性化方法对该项进行线性化处理,求出等效线性系统的固有频
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率,进而计算系统的响应# 这种方法需联立求解的方程数较少, 并且对于某些系统可以采用振

型截断技术进一步减少未知数# 

本文将针对多自由度非线性系统受非零均值平稳高斯激励的情形,采用基于振型变换的

方法建立 c次方能量差方法的基本方程,给出主要算式及 c的取值; 同时, 还将结合算例,通过

与方程差方法的比较,分析本文方法的精度# 

1  基本理论和主要算式

由于在实际的工程结构中,惯性部分少有非线性, 阻尼部分是目前仍在进一步研究中的难

题,而大量的非线性问题出现在恢复力中, 所以本文仅讨论恢复力为非线性的情形# 尽管如

此,本文所得到的方法及结论,经过一定的研究工作后,不难推广至其它情形# 

不论是硬弹簧还是软弹簧恢复力, 总可以统一表示成

  FK ( x) = Kx + �F ( x) , (1)

其中 , �F( x) 是非线性部分# 当 �F( x) = 0时, 非线性系统退化为线性系统, K 为对应线性系

统的刚度矩阵# 因此,非线性系统的运动方程可以写成

  M&x + CÛx + Kx + �F( x) = P( t )# (2)

可以求出 �F( x) = 0时的线性系统的固有频率和归一化振型:

  
X
2
0 = diag[ X

2
0j ]

5 = [ <1, <2, ,, <m ]
  ( j = 1, 2, ,, m) , (3)

其中, X0j 为第j 阶固有频率; <j 为第j 阶振型; m 表示取前m 阶振型( m [ n)# 

利用振型矩阵 5 对非线性方程(2) 进行振型交换,假定阻尼矩阵 C也符合主振型的正交

性,可以使方程(2) 中的线性部分解耦,仅非线性部分仍然耦合, 即得到如下以振型坐标表示

的非线性运动方程

  &q + B0Ûq + X20q + g( q) = f ( t ) , (4)

其中, q = q1, q2, ,, qm
T
为振型坐标向量, B0 = diag[ 2F0j X0 j ] , f ( t ) = 5T P( t )# 相应地,

振型坐标下系统的势能为

  U = �U + �U, (5)

其中, �U 是恢复力的线性部分所对应的势能,且

  �U =
1
2 q

T
X
2
0q =

1
2 E

m

j = 1
X
2
0j q

2
j ; (6)

�U是非线性部分g( q) 所对应的势能, 假设非线性系统共有 m1个弹性元件,则 �U将是这m1个

弹性元件中所储存的与非线性恢复力有关的势能的总和,即

  �U = E
m
1

i= 1

�u i ( q 1, q2, ,, qm) , (7)

其中�u i是储存在第 i 个弹性元件中的非线性势能# 

设方程( 4)的等效线性化方程为

  &q + B0Ûq + X
2
qq = f ( t ) , (8)

这里的矩阵 B0与方程(4) 中的 B0相同; X2q为由等效固有频率组成的对角阵# 相应地,等效线

性系统的势能为 Uq ,则

  Uq =
1
2
q
T X2qq =

1
2 E

m

j= 1

X2qj q
2
j , (9)
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U和Uq 所包含的q 为方程(8) 的解# 

根据 c次方能量差方法的基本思想, 只要使 U和Uq的c次方之差均方最小,就可以使得用

满足方程(8) 的 q作为方程(4) 的解,所产生的误差统计最小# 令

  $U
c
= U

c
- U

c
q# (10)

取 E [ ( $U
c
)
2
] 关于 X

2
qj 的极小化,即

  5E [ ( $Uc
)
2
]

5 X2qj
= 0   ( j = 1, 2, ,, m)# (11)

将( 5)、( 9)和( 10)式代入( 11)式,可得

  E[ ( U
c
U
c- 1
q - U

2c- 1
q ) q

2
j ] = 0   ( j = 1, 2, ,, m) , (12)

这就是以振型坐标表达的 c 次方能量差方法用以确定等效线性化系统参数的基本方程# 

在非线性方程( 2)中,设平稳高斯激励向量 P( t ) 的均值向量 LP、谱密度矩阵 SP ( X) 为已

知,则在经过振型变换后的对应方程(4) 和( 8) 中,

  Lf
j
= <Tj LP ( j = 1, 2, ,, m) , (13)

  Sf
i
f
j
( X) = <TiSP ( X) <j   ( i , j = 1, 2, ,, m ) (14)

也为已知# 

由于激励为非零均值,等效线性化方程( 8)的解也应为非零均值,且有

  Lq
j
= H q

j
(0)#Lf

j
= Lf

j
/ X2q

j
         ( j = 1, 2, ,, m) , (15)

  E[ qiqj ] = Q
]

- ]
H q

i
(- i X)H q

j
( iX) Sf

i
f
j
( X)dX   ( i , j = 1, 2, ,, m)# (16)

此时, q 的联合概率密度函数应为

  p ( q) = [ (2P) m/ 2
| C |

1/ 2
]
- 1exp -

1
2
( q - Lq)

T
C
- 1

( q - Lq) , (17)

其中, Lq为由Lq
j
构成的振型响应均值向量,它是 X

2
q的函数; 振型响应协方差矩阵 C中的各元

素为

  Cij = E [ ( qi - Lq
i
) ( qj - Lq

j
) ] = E[ qiqj ] - Lq

i
Lq

j
  ( i , j = 1, 2, ,, m ) , (18)

C ij 也将是 X2q的函数# 

另一方面, 将 c次方能量差方法的极小化方程( 12) 写成如下形式:

  Q
]

- ]
,Q

]

- ]
( U

c
U
c- 1
q - U

2c- 1
q ) q

2
jp ( q)d q1 ,dqm = 0   ( j = 1, 2, ,, m) , (19)

式中, U是q 的函数, Uq 是q和 X2
q 的函数# 将(17) 式的 p ( q) 代入方程( 19) ,可见积分后的

方程( 19) 将成为以 X2q
j
( j = 1, 2, ,, m ) 为自变量的方程组# 因此将方程(19) 与(15)、(16)、

(17)、(18) 式联立,通过迭代求解, 可以求出 X
2
q
j
,从而求出 Lq

j
、E[ q

2
j ]、R

2
q
j
等# 

一旦求出上述各统计量, 就可以将它们作为原非线性方程的解代回原方程,进一步求出系

统的位移、内力等响应的统计量(均值、方差等)# 

按照 c次方能量差方法的基本思想, c 为根据某一原则选定的实数# 在单自由度系统中

是参照白噪声下的 FPK解确定 c值,但在多自由度系统中, 目前FPK解还有较大的局限性# 
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T. K. Caughey 早期给出的 FPK解[ 6]除要求激励必须是白噪声外, 还要求激励各分量之间互不

相关,此外对位移与速度同时非线性的问题也不适用, 这些都大大限制了该方法的应用# 另一

方面,从文献[ 1]的分析结果可知,对于硬弹簧非线性系统,在反映非线性程度和激励强度综合

影响的参数 L1取值的相当大一段范围内, c值均在110附近# 因此本文认为,对硬弹簧多自由

度系统可取 c = 110,随后的算例结果将表明这样的 c值已可满足一般的需要# 对于软弹簧非

线性系统,文献[ 1] 的结果表明, c值离散性较大# 但从文献[ 1] 的结果可以看出,在大多数情

况下 c值在210与310之间,且随非线性程度增大, c值相应也增大# 同样地,本文认为从计算

精度和计算简便性两方面综合考虑, 对于软弹簧多自由度系统, 非线性程度较小时可取 c =

210,非线性程度较大时可取 c = 310# 本文将通过算例表明这种取值的合理性# 

2  算例及精度分析

为便于与方程差方法进行比较,本文采用文献[ 2]所提供的算例,该算例在本文中改为简

单的两自由度弹簧振子, 如图 1所示# 

图 1  算例计算简图

11 硬弹簧恢复力的情形
在图 1所示的结构中, 设弹簧恢复力为

F i ( yi ) = K iyi + Eiy
3
i   ( i = 1, 2) ,

yi = x i - x i- 1      ( x 0 = 0) ,
(20)

其中, yi 为第 i个弹簧两端点之间的相对位移,其

它系统参数为

M1 = M2 = 1; C1 = C2 = B;

K 1 = K 2 = K ; E1 = E2 = E,
(21)

激励为零均值高斯白噪声,即

  E[ P( t ) ] = 0; E[ P( t ) P( t + S)
T
] = 2PKI#D( S) , (22)

其中, P( t ) = P1( t ) P 2( t )
T
, I 为单位矩阵# 

令 E= 0,求出对应线性系统的固有频率: X1 = 01382 K , X2 = 21618 K 和归一化固有

振型矩阵:

  5 = 5 (1)
, 5 ( 2)

=
<1 <2

<2 - <1
, (23)

其中, <1 = 01526, <2 = 01851# 
利用归一化振型矩阵 5 , 可以求出振型激励向量 f ( t ) 的谱密度矩阵为

  S f( X) = KI , (24)

这就是说 f ( t ) 也为零均值高斯白噪声,且各振型激励之间互不相关# 

由于本例中只有两个弹性元件,不难求出非线性势能 �U:

  �U =
1
4
E( A 40 q

4
1+ A 31 q

3
1 q2+ A 22 q

2
1 q

2
2+ A 13 q1 q

3
2+ A 04 q

4
2) , (25)

其中,
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A 40 = <
4
1 + ( <1- <2)

4
,

A 31 = 4[ <31<2+ ( <1- <2)
3
( <1+ <2) ] ,

A 22 = 6[ <21<
2
2+ ( <1- <2)

2
( <1+ <2)

2
] ,

A 13 = 4[ <1<
3
2+ ( <1- <2) ( <1+ <2)

3
] ,

A 04 = <42 + ( <1+ <2)
4
;

(26)

线性势能 �U :

  �U =
1
2 X

2
1 q

2
1+

1
2 X

2
2 q

2
2# (27)

将 �U和�U代入极小化方程(19) ,并注意到振型激励 f ( t ) 为零均值高斯过程,可以得到关于 R2q1

和 R2q2的非线性联立方程组

  
4R - X21R

2
q1- X22R

2
q2-

3
2
E(5A 40R

4
q1+ A 22R

2
q1R

2
q2+ A 04R

4
q2) = 0,

4R - X21R
2
q1- X22R

2
q2-

3
2
E( A 40R

4
q1+ A 22R

2
q1R

2
q2+ 5A 04R

4
q2) = 0,

(28)

式中 R = PK/ B# 解此代数方程组,为便于比较,仿照文献[ 2] 的处理方法,令 K y 0(或令 X1

= X2 = 0) ,可以得出

  
R2q1 = 2 2 18A 40+ 3A 22 A 40/ A 04

- 1/ 2
L1 U 11745L1,

R
2
q2 = A 40/ A 04 R

2
q1 U 01255L1,

(29)

式中 L1 = R / E# 进而可得

  Ry1 = Ry2 = 01817 L1, (30)

本题的FPK解[ 2]

  Ry1 = Ry2 = 01822 L1, (31)

方程差解[ 2]

  Ry1 = Ry2 = 01760 L1 (32)

(注: 文献[ 2]的( 25)式中的 K/ 2c 似应为本文的R = PK/ B)# 

由此可见, 方程差法的结果与 FPK解相比,误差约为 715%, 而基于振型变换的 c 次方能

量差方法( c = 110) 却可以求出与 FPK解十分接近的结果(误差仅为 016% )# 

由于 K 是系统刚度的线性部分, K y 0是一种极端情况; K X 0时, 随K 的增加,只会使系

统响应在线性范围的可能性增大, 因此可认为上述误差已是误差最大的情况# 

21 软弹簧恢复力的情形
在图 1所示的结构中, 设弹簧恢复力为

  Fi ( yi ) = K arctan( Eyi ) / E  ( i = 1, 2) , (33)

其中的 yi 见( 20) 式,其它系统参数与硬弹簧恢复力情形完全相同# 

记 R20= PK/ BK , K1= Rq1/ R0, K2= Rq2/ R0, L1 = ER0# 对于(33) 式给出的软弹簧恢复力,

非线性系统的总势能 U为

  U =
K

E2
�U =

K

E2
(�U1+ �U2)# (34)

引入变量 t 1 = q1/ Rq1, t2 = q2/ Rq2,上式中的 �U1和 �U2可表示为
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�U1 = �D1arctan�D1-

1
2
ln(1 + �D21) ,

�U2 = �D2arctan�D2-
1
2 ln(1 + �D

2
2) ,

(35)

其中,

  
�D1 = <1 L1K1 t 1+ <2L2K2 t2,

�D2 = ( <1- <2) L1K1 t1 + ( <1+ <2) L2K2 t 2# 
(36)

等效线性系统的势能 Uq 在此成为

  Uq =
1
2
R�Uq =

1
2
R ( t

2
1 + t

2
2)# (37)

将( 34)式和( 37)式代入极小化方程( 19) , 可得如下的方程组:

  
f 1( K1, K2) = Q

]

- ]Q
]

- ]
�F ( �U, �Uq) t

2
1exp -

1
2
( t

2
1+ t

2
2) dt 1dt 2 = 0,

f 2( K1, K2) = Q
]

- ]Q
]

- ]
�F ( �U, �Uq) t

2
2exp -

1
2 ( t

2
1+ t

2
2) dt 1dt 2 = 0,

(38)

其中,

  �F ( �U, �Uq) = �Uc�Uc- 1
q -

1
4
L41�U

2c- 1
4 # (39)

采用牛顿_拉斐森方法求解方程组( 38) ,根据给定的 L1值, 通过数值积分和迭代求解, 可以得

出 K1、K2 的数值解# 

对于( 33)式给出的软弹簧恢复力, 可以求出非线性系统的 FPK解:

  K2i =
Q

]

- ]Q
]

- ]
t
2
iexp - L

- 2
1 [ U1( t 1, t 2) + U2( t 1, t 2) ] dt 1dt2

Q
]

- ]Q
]

- ]
exp - L- 2

1 [ U1( t1, t 2) + U2( t 1, t 2) ] dt 1dt 2

  ( i = 1, 2) , (40)

其中,

  

U1( t 1, t 2) = ( <1 L1 t1 + <2L1t 2) arctan( <1L1t 1+ <2 L1 t 2) -

  1
2
ln( <1 L1 t1 + <2L1t 2) ,

U2( t 1, t 2) = [ ( <1- <2) L1t 1+ ( <1 + <2) L1t 2] arctan[ ( <1- <2) L1t 1+

  ( <1+ <2) L1 t 2] -
1
2
ln 1 + [ ( <1- <2) L1t 1+ ( <1 + <2) L1t 2]

2
,

(41)

同样地, ( 40)式需通过数值积分方法计算# 

根据不同的 L1值按上述过程进行计算,可以求出 K1、K2的 c次方能量差解和FPK解,并可

进一步得出以相对坐标 yi 表示的解 Ry1/ R0 和 Ry2/ R0# 计算结果表明, Ry1/ R0 = Ry2/ R0 =

Ry / R0# 图 2、图 3分别给出了 c = 210, 310时的 c次方能量差解Ry / R0与 FPK解之间的误差,

为便于比较, 图中也给出了方程差解相对于 FPK解的误差(图中的曲线 Ñ、Ò分别为方程差

解、c次方能量差解相对于 FPK解的误差)# 

从图 2、图3的结果比较可以看出, 当 L1较小,比如小于210时, c = 210的 c次方能量差方

法比方程差方法更好; 当 L1 \210时,取 c = 310则更好;实际计算表明,对于某些 L1值,在210

与310之间还可找到更好的 c值# 由于 L1 = E PK/ BK ,所以这一结果也可表达为,如果系统

非线性程度较大或外部激励强度较大, 则应提高 c值, 反之, c值也可取得低些; 同样地,如果系

统阻尼较小或刚度较小, 也应提高 c值,反之, c值也可取得低些# 根据本文的分析,上述结果
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可解释为:由于软弹簧恢复力的增加速度低于位移的增加速度, 使得非线性系统能量比对应线

性系统的能量偏低, 且非线性程度越大,能量就越偏低,因此为改善等效线性系统的结果,应设

法增加参加等效的能量的/效应量[ 7]0, 即 c 值 # 但本例实际计算过程显示, c 也不能取得过

大,比如当 c > 310时,计算的收敛性将有所降低# 

 图 2 c = 210 时的计算结果比较      图 3  c = 310 时的计算结果比较

3  结   语

本文在文献[ 1]的基础上进一步研究多自由度非线性系统的 c次方能量差方法# 为减少

需求解的未知数,本文将振型变换方法引入基于能量差准则的等效线性化方法,使原本对刚度

矩阵的等效转为对固有频率的等效;文中针对多自由度非线性系统受非零均值平稳高斯激励

的情形建立 c次方能量差方法的基本方程,给出了主要算式及 c 的取值,并结合算例分析了本

文方法的精度# 

算例分析结果表明, 对于硬弹簧系统, c = 110的 c次方能量差方法已比方程差方法具有

更好的精度; 对于软弹簧非线性系统, 当非线性程度较小时, c = 210的 c次方能量差方法也有

更好的精度,但随着非线性程度的增加,应适当提高参加等效的能量效应量,即提高 c值,比如

取 c = 310# 算例计算过程还表明,在同样采用振型变换方法的情况下,本文方法比方程差方

法更为简便# 
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Abstract: Basic equations of energy_to_ cth_power difference criterion were derived for multi_degree_

of_freedom(MDOF) systems subjected to stationary Gaussian excitations with non_zero mean. Modal

transform technique was used in order to reduce unknowns. Main computational formulae were pre-

sented and suggested values of c were given. Numerical results show that the method of this paper

prevails over equation difference criterion both in accuracy and in simplicity.

Key words: nonlinear; stochastic vibration; energy; equivalent linearization
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