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岩土材料弹塑性正交异性损伤耦合本构理论
X

沈新普1 ,  泽农#慕容子2 ,  徐秉业3

( 11 沈阳工业大学 建筑工程系,沈阳 110023; 21 波兰科学院 基础技术所,波兰华沙;

31 清华大学 工程力学系, 北京 100084)
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摘要 :  在不可逆热力学框架内建立了岩土材料的正交异性损伤塑性耦合宏观唯象本构理论# 主

要结果有: 1) 给出了耦合的塑性和损伤的演化律; 2) 从对含裂纹单元的细观分析入手, 通过均匀

化( Homogenization)处理, 将损伤引入到 Mohr_Coulomb 条件中# 模型同时考虑了损伤对剪切强度及

摩擦角的影响,扩容现象则通过损伤应变来计算# 
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引   言

对于岩土材料如岩石及混凝土来说,微裂纹面上的摩擦滑动通常用Mohr_Coulomb型的 塑

性来描述;内部裂纹的发生及扩展则被称为损伤# 采用塑性损伤耦合本构模型能够比较确切

地表述岩土材料的力学行为# 塑性损伤耦合至少有两个含义:一是指两者通过它们的势函数

相互影响;二是指两者通过它们的一致性条件相互影响# 换句话说, 塑性与损伤两个内变量的

演化相互影响# 

以往, 通过有效应力的概念可以将损伤引入塑性计算[ 1] , [ 2] , [ 3] , [ 4]# 但这一途径不能确切

表述岩石裂纹闭合时裂纹对剪切性能的影响# 为了确切考虑岩土材料裂纹面上的摩擦滑动,

Basista和Gross[ 5]及Dragon和Halm[ 6]分别提出了基于内变量理论的滑动裂纹模型# 此外,单一

流动面模型也被某些文献用来描述损伤塑性耦合问题[ 7] , [ 8]# 

岩石剪切试验结果表明侧压力与试件剪切强度的关系呈一定程度的非线性, 与 Mohr_

Coulomb条件不相符# 为此,若干学者提出了不同的方法来处理这一问题[ 9]# 另一方面, 基于

实验结果, 岩土工程师们提出了各种形式经验型的非线性的 Mohr_Coulomb 型的临界条

件[ 10] , [ 11]# 

本文将提出基于热力学及微结构分析的正交异性塑性损伤耦合宏观唯象本构模型# 模型

将同时考虑损伤对剪切强度及摩擦角的影响# 塑性和损伤的计算将在名义应力(而不是有效

应力)空间中进行,并将从对含裂纹单元的细观分析入手, 通过均匀化( Homogenization)处理,
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将损伤引入到Mohr_Coulomb条件中# 本模型无需引入特殊参数来反映耦合# 

1  模型的一般热力学描述

111  连续介质的热力学

首先简要回顾损伤塑性本构模型的热力学体系, 并引入宏观变量表示的热力学势# 考虑

给定的单位质量的内能 u = u[ x , s ( x ) , E( x ) , Ni ( x ) ] ,这里 E和s分别表示应变和熵; Ni表示内

变量的集合# 从而 Clausius_Duhem不等式可以写为如下形式:

  QHÛs \ QÛu ( s, E, Ni ) - R: ÛE, (1)

式中 Q表示材料密度; H表示绝对温度; Ûsi表示熵增量# 符号上的/ #0表示增量(或率)# 由式

(1) 可得如下不等式:

  Q H- 5 u
5s Ûs + R- Q5 u5E : ÛE- Q5 u5Ni

ÛNi \ 0# (2)

对于可逆过程, 有 ÛNi = 0及 Q;Ûs = 0# 从而对于任意的 ÛEi 和Ûs, 都有下面的势共轭关系:

  R = Q
5 u
5E, H=

5 u
5 s# (3)

耗散率为:

  Y = - Q
5 u
5 Ni

ÛNi# (4)

对于本构模型研究, 下面的一对热力学势较为常用,即应变自由能

  5 = u - Hs = 5( E, H, Ni ) , (5)

和应力自由能

  7 = R: E- 5 = 7 ( R, H, Ni )# (6)

用应变自由能表达的 Clausius_Duhem不等式可以写为如下形式:

  Y = R- Q
5 5
5E : ÛE- Q s +

5 5
5H ÛH- Q

5 5
5NiÛNi \0 (7)

用应力自由能表达的 Clausius_Duhem不等式可以写为如下形式:

  Y =
5 7
5R : ÛR + Q 5 7

5 s - s Ûs + Q5 75 Ni
ÛNi \ 0 (8)

由式( 7)及式( 8)可得如下的本构关系:

  R = Q5 55E, s = -
5 5
5 ; , Yi = - Q5 55Ni

(9)

  E= Q
5 7
5R , s =

5 7
5 ; , Yi = Q

5 7
5N (10)

式中 Yi 为内变量Ni 的共轭力# 

综合以上, 增量(或率)形式的应力_应变关系可表达如下:

  ÛR = Q52 5
5E5E: ÛE+ Q 52 5

5E5 ;Û; + Q 52 5
5E5Ni

: ÛNi (11)

  ÛE= Q
52 5
5 R5 R: ÛR+ Q

52 7
5R5 ; Û; + Q

52 7
5R5Ni : ÛNi (12)

进一步引入等温过程假设 ÛH= 0,并引入塑性和损伤变量 Np = P , ND = D, 式(11) 和式

(12) 可写为:

  ÛR = Q
52 5
5E5E: ÛE+ Q

52 5
5E5P : ÛP + Q

52 5
5E5D: ÛD = ÛRe + ÛRP + ÛRD, (11a)
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  ÛE= Q 52 7
5 R5 R: ÛR+ Q 52 7

5R5P : ÛP + Q 52 7
5 R5D: ÛD = ÛEe + ÛEP + ÛED# (12a)

在式( 11a)和式( 12a)中总的应力率及应变率被分解为弹性、塑性和损伤共 3部分# 给定:

P = EP , Q5 = W( E, EP , D) = 1
2
( E- EP ) : E( D) : ( E, - EP ) ,

QW= u( R, D) =
1
2
R: L ( D) : R# (13)

从而有:

YD =
1
2
( E- EP ) :

5E( D)
5D : ( E- EP ) , YP = R = E( D) : ( E- EP ) , (14)

式中 L( D) = E( D)
- 1 为弹性柔度张量, E 是弹性刚度张量# 耗散率为

  Y = R: ÛEP + Y: ÛD (15)

112  塑性流动准则及损伤准则

设受损伤影响的 Mohr_Coulomb型的屈服条件为:

  F
P
= F

P
( R, D, c0, U0) [ 0 (16)

式中 c
0
, U0分别是材料的初始抗剪强度和内摩擦角# R为应力张量, D为损伤张量# 用共轭

力 Y表示的损伤条件为:

  F
D
= F

D
( Y, EP , X0) [ 0, (17)

塑性流动和损伤演化方程为:

  ÛEP = ÛKP 5F
P

5 R , ÛK
P
> 0, FP = 0, ÛKPFP = 0, (18)

  ÛD = ÛKD 5FD

5 Y , ÛK
D
> 0, F

D
= 0, ÛKDFD

= 0# (19)

在给定载荷下的加卸载状态条件为:

1) 弹性状态; F P
< 0; F D

< 0;

2) 损伤加载, F D
= ÛFD = 0, F

P
< 0;

3) 塑性加载, F P
= ÛFP = 0, F

D
< 0;

4) 耦合加载, F D
= ÛFD = 0, FP = ÛFP = 0# 

对于加载状态,使用一致性条件可以确定相应的塑性乘子 ÛKP 及损伤乘子ÛKD# 塑性一致

性条件为:

  ÛFP = 5F P

5 R : ÛR +
5FP

5D : ÛD = 0, (20)

即:

- ÛKP
5FP

5 R : E :
5FP

5 R + ÛKD
5FP

5R :
52 5
5D5E:

5FD

5Y +
5FP

5D :
5FD

5 Y +
5FP

5R : E : ÛE= 0# (21)

类似地可以求得损伤一致性条件, 为:

- ÛKP
5FD

5 Y : :
52 5

5D5EP
:
5FP

5R + ÛKD
5FD

5 Y :
52 5
5D2:

5FD

5 Y +
5FD
5 Y :

52 5
5D5E: ÛE= 0# (22)

最后可得非线性应力应变增量本构方程:

  ÛR = E : ÛE- ÛKPE : 5F
P

5 R + ÛKD
52 5
5D5E:

5FD

5 Y# (23)

式( 23)右端最后一项代表损伤应变 ED 对应力的影响# 

113  关于损伤应变与扩容计算的讨论
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在金属塑性理论中, 非弹性的体积应变(即扩容)为 0# 但是对于岩土材料, 非弹性的体

积应变(即扩容)却是一个很普遍的行为特性# 实际上, 岩土材料的扩容源于裂纹的萌生及

扩展# 

根据 Rice的内变量理论[ 13] ,损伤张量 D 产生的非弹性的应变为:

  dE
D
ij =

5 Yij
5 Rkl dD kl , (24)

体积应变(即扩容)为:

  dEdv = dEdii = tr(dEdij )# (25)

损伤应变不产生任何能量耗散,这是因为相关的能量耗散已经由损伤及其共轭力表示# 

应该说明,损伤应变也不同于塑性应变,塑性应变通常与晶格位错或摩擦滑动相联系# 

由于在塑性计算中不计扩容, 这样塑性势可取为与塑性屈服函数相同# 

2  塑性损伤耦合描述

岩土材料的损伤可以用二阶损伤张量来描述# 本节首先介绍已有的正交异性张量损伤模

型,之后应用均匀化方法建立耦合的损伤塑性模型# 

211  正交异性张量损伤模型

本文采用的损伤模型为二阶张量形式# 二阶损伤张量 D 的定义为:

  D = E
3

i = 1
Xini ª ni , (26)

式中 ni 表示主方向, Xi 表示损伤主值# 

为了使模型能够反映裂纹闭合时的特性,文中采用了活跃损伤张量 �D 的概念[ 2] , [ 14] :

  �D = P
+
( E) : D, P ijkl = Q

+
ikQ

+
jl ,

  Q
+
= E

3

i= 1
h ( Ei ) pi ª pi , E

+
= E

3

i= 1
Eip i ª p i , (27)

式中 P
+ 是映射张量, Q+ 是正定谱分解张量, h( Ei ) 是Heaviside函数, p i是应变张量E的第i个

主方向矢量# 

基于能量等效原理
[ 1]
, 损伤的弹性张量 E 的表示式为:

  E = ( I - �D ) # E
0# ( I - �D ) (28)

式中 E
0
为无损的弹性张量, �D 为活跃损伤张量# 

本文采用的损伤势函数为:

  F
D
= Y: P

+
: Y- <0 [ 0, (29)

式中 <0 为损伤开始扩展时的损伤势值# 

212  Mohr_Coulomb 准则的均匀化

均匀化(Homogenization)
[ 12]
是除了细观力学之外,建立宏细观之间关系的有效途经# 给定

含裂纹的、处于平面应变状态的表示体元,如图 1示# 在压应力 R1和 R3 的作用下, 将沿某平

面产生按Mohr_Coulomb准则的屈服# 不失一般性,设剪切屈服面上含有两条裂纹,其中一条为

张开裂纹, 对应活跃损伤,用 8 adn 表示;另一条为闭合裂纹,对应不活跃损伤,用 8 idn 表示# 图

中 n 表示临界面的法向, t表示临界面的切向矢量# 

在细观上,对于图 1单元中的无损材料部分,其Mohr_Coulomb准则为:
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图 1  含有裂纹的二维体的摩

擦滑动临界面示意图

  F
P
t = Stn- Lt R

t
n- c

t
= 0, (30)

式中 Sn 和Rn 分别为滑动面上无损材料部分的细

观剪应力和正应力; c及 L分别为抗剪强度和摩

擦系数# 角标 t表示无损材料部分# 对于图1单

元中的不活跃损伤材料部分, 既闭合裂纹部分,

其局部的Mohr_Coulomb准则为:

  F
P
id = Sidn - LidR

id
n - c

id
= 0# (31)

对于图1单元中的活跃损伤材料部分, 既张

开裂纹部分, 形式上其局部的 Mohr_Coulomb 准则

为:

  F
P
ad = Sadn - LadR

ad
n - c

ad
= 0# (32)

根据均匀化原理, 宏观应力是细观应力的均

匀化体现# 在图 1单元中, 宏观应力与细观应力之间存在如下等效关系:

  Sn = Stn(1- 8adn - 8 idn ) + Sidn8
id
n , (33)

  Rn = R
t
n(1- 8

ad
n - 8

id
n ) + R

id
n8

id
n# (34)

式中 8
ad
n = �D ijninj , 8

id
n = ( Dij- �D ij ) n inj分别为临界面上的活跃损伤分量和不活跃损伤分量# 

设作用在张开裂纹面上的细观应力分量 Rn 为0,作用在闭合裂纹面上的细观应力分量 Rn 取为

与无损材料部分的细观应力分量相同, 既:

  R
ad
n = 0, R

t
n = R

id
n = Rn( 1- 8

ad
n )

- 1# (35)

则可得均匀化了的Mohr_Coulomb 准则为:

  Sn = c
*
+ L* Rn# (36)

式中 Sn 及Rn 为宏观应力,系数为考虑损伤均匀化后的等效值# 其计算式为:

  L* = (1- 8 adn ) [ L
t
(1- 8 adn - 8 idn ) + Lid 8 idn ] , (37)

  c
*
= c

t
(1 - 8

ad
n - 8

id
n ) + c

id
8
id
n# (38)

由于正交异性损伤的影响,耦合后的塑性也是正交异性的, 从而必须在计算中使用均匀化

的Mohr_Coulomb 准则检验三个正交异性主轴方向上的应力加_卸载状态, 计算塑性流动# 三个

正交异性主轴方向的确定要考虑损伤和应力两个方面的因素# 

设第 i个摩擦滑动临界面的主方向矢量为 vi , ( i = 1, N ) , 这里 N为摩擦滑动临界面的总

数# 这样式(37) 可以改写为:

  Sni = c
*
i + L*i Rni , (39)

角标 i 表示上述张量在第 i 个临界面上的分量值# 

正交各向异性的塑性应变增量计算公式为:

  ÛEP = E
3

i= 1
ÛKPi

5FPi
5 R , (40)

这里 ÛKPi 可依给定的总应变增量ÛE及FP = F
P
i ,从式(21) 及式(22) 中解得# 当损伤与塑性同时

加载时必须联立求解二式# 

综合以上各式(式( 26) - 式( 40) ) ,既得正交异性塑性损伤耦合宏观唯象本构模型的诸方

程# 
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3  结   语

本文建立了正交异性塑性损伤耦合宏观唯象本构模型,给出了相应本构理论的诸方程# 

本研究的特点为:

1) 提出了基于热力学及微结构分析的正交异性塑性损伤耦合宏观唯象本构模型# 在塑

性及损伤的演化计算中均采用了关联的流动准则,扩容效应通过损伤应变来计算# 

2) 从对含裂纹单元的细观分析入手,通过均匀化( Homogenization)处理, 将损伤引入到

Mohr_Coulomb条件中,建立了正交异性塑性损伤耦合宏观唯象本构模型, 给出了均匀化了的

Mohr_Coulomb 准则以及相应的方程式# 耦合模型既考虑了剪切强度劣化,又可反映摩擦系数

降低,比已有的模型有优越之处# 

3) 损伤应变的计算是基于内变量理论进行的,无须引入新的材料参数# 扩容效应通过损

伤应变来计算这一措施是使得模型可以采用关联的塑性流动法则# 
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Constitutive Theory of Plasticity Coupled With

Orthotropic Damage for Geomaterials

SHEN Xin_pu1,  Zenon Mroz2,  XU Bing_ye3

( 11Depar tm ent of Architectura l En gineer ing , Shenyang Un iv er sit y of

Techn ology , Shen yan g 110023, P R China ;

21 IFTR , Polish Academ y of Sciences , Wa r saw 00 _049, Poland ;

31Depa rtm ent of En gineer ing Mechan ics , Tsinghu a Univ er sity , Beijing 100084, P R Chin a )

Abstract: Constitutive theory of plasticity coupled with orthotropic damage for geomaterials was es-

tablished in the framework of irreversible thermodynamics. Prime results include: 1) evolution laws

are presented for coupled evolution of plasticity and orthotropic damage; 2) the orthotropic damage

tensor is introduced into the Mohr_Coulomb criterion through homogenization. Both the degradation of

shear strength and degradation of friction angle caused by damage are included in this model. The d-i

latancy is calculated with the so_called damage strain.

Key words: damage; plasticity; coupling; dilatancy; geomaterial
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