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摘要 :  首先证明了若偏好对应受 QH_控制,则最大元一定存在# 然后证明了在局部凸拓扑向量

空间中若抽象经济(或定性的博弈) 中的约束对应或偏好对应受 QH_控制,则均衡一定存在# 
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引   言

George Xian Zhi Yuan和 E. Tarafdar 在文献[ 1]中证明了当偏好对应受 L_控制时,则最大元

一定存在,即

定理 A  设 X 为局部凸Hausdorff拓扑向量空间的非空凸子集, D为X 的非空紧子集# 若

P : X y 2D 受 L_控制(即 LI
X
_控制) ,则存在 x I coD 使得P( x ) = 5# 

与 <的L_控制相对应,本文首先引进对应 <的QH_控制等新概念来推广具有非反身性(即

对所有 x I X , x I/ <( x ) ) 和开凸值的下半连续对应# 为了建立新的最大元存在性定理,在本

文的第1节给出了关于受 QH_控制对应的一个新的选择定理# 在第 2节,证明了一个关于抽

象经济的均衡存在性定理# 

定义 1  设 X 和Y 为两个拓扑空间, 对应 T : X y 2Y ,则

1) T 在 x I X 上半连续 ( i. e. , u. s. c. ) , 若对于 Y 中包含 T( x ) 的开集 U, 集合

z I X , T ( z ) < U 是x 在X 中的开邻域; 若T 在任意一点x I X 上半连续, 则称 T 在X 上上

半连续# 

2) T 在X 上下半连续( i. e. , l. s . c. , ) ,若对每个 Y中的开集V,集合 x I X , T( x ) H V X

5 是X 中的开集# 显然, T 下半连续当且仅当对Y中每个闭集M , x I X , T( x ) < M 为X

中的闭集# 

3) T 称为拥有开的上部,若对每个 x I X , T ( x ) 为 Y 中的开集# 

定义 2  设 X 和 Y为两个拓扑空间, 对应 T: X y 2
Y
,若存在 x I X 使得T ( x ) = 5 ,则称

T 存在最大元# 

定义 3  设 X为拓扑空间, Y为向量空间E的非空子集,映射H: X y E,对应 <: X y 2
Y
,则
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1) <称为属于 LH类(或 L类) ,若

( a) 对每个 x I X , H( x ) I/ <( x ) ;

( b) <上半连续(u. s. c. ) ,且 <在 Y 中是闭凸值的;

2) <x 称为是<在x 的 LH_控制,若存在 x 在X 中的开邻域N ( x ) 和对应 <x : N( x ) y 2Y,使

得

( a) 对每个 z I N ( x ) , <( z ) < <x( z ) ,且 H( z ) I/ <x ( z ) ;

( b) <x 上半连续(u. s. c. ) ,且 <x 在 Y 中闭凸值的;

3) <称为受 LH_控制,若对每个使得 <( x ) X 5 的 x ,在 x 处都存在有 <的 LH_控制# 

定义 4  设 X 为拓扑空间, Y为向量空间E 的非空子集,映射 H: X y E, 对应 <: X y 2
Y
,

则

1) <称为属于QH_类(或 Q 类) , 若

( a) 对每个 x I X , H( x ) I/ cl <( x ) ;

( b) <下半连续( l. s. c. ) ,且 <在 Y 中是开凸值的;

2) <x 称为是<在x 的QH_控制, 若存在 x 在X 中的开邻域N( x ) 和对应 <x : N ( x ) y 2
Y
,使

得

( a) 对每个 z I N ( x ) , <( z ) < <x ( z ) ,且 H( z ) I/ cl <x ( z ) ;

( b) <x 下半连续( l. s. c. ) ,且 <x 在 Y中是开凸值的;

3) <称为受QH_控制,若对每个使得 <( x ) X 5 的x ,在 x 处都存在有 <的QH_控制# 

定义 5  设 I 是经济主体的集合,对每个 i I I , X i是主体i的非空选择集, X = F
i I I

X i# 则

# = (X i , A i , Bi , P i ) i I I 称为一个抽象经济, 其中X i是拓扑空间, 即主体 i的选择集, A i、B i为主

体 i 的约束对应, P i 是其偏好对应# 若存在 x
* I X , 使得对每个 i I I , x

*
i = Pi ( x

*
) I

clBi ( x
*
) , 且Ai ( x

*
) H Pi ( x

*
) = 5, 则称 x

* 为抽象经济( X i , Ai , B i , P i ) i I I的一个均衡# 若

在抽象经济( X i , A i , B i , P i ) i I I 中A i = B i ,则( X i , A i , P i ) i I I 就为一个标准的抽象经济# 

在一个抽象经济 ( X i , A i , B i , P i ) i I I 中,记 A( x ) = F
i I I
A i ( x ) , B( x ) = F

i I I
B i ( x ) , P ( x ) =

F
i I I
P i ( x ) , A H P( x ) = F

i I I

( Ai H P i ) ( x ) ,有时 clX
i
B i ( x ) 记为B i ( x )# 

1  最大元存在性定理

引理 1  设 X 和Y为两个拓扑空间, A 为X 的闭子集, 假设为应 F 1: X y 2Y, F2: A y 2Y均

下半连续,且对 Px I A 均有F 2( x ) < F 1( x )# 定义对应 F : X y 2Y ,

  F( x ) =
F 1( x )   若 x I/ A,

F 2( x )   若 x I A ,

则 F ( x ) 在 X 上下半连续# 
定理 1  设 X 为正则仿紧的拓扑向量空间, Y 为向量空间E 的非空子集# 若 H: X y E ,

P : X y 2
Y
\ 5 是受QH_控制的,则存在对应 U: X y 2

Y
, 且 U属于QH_类使得对每个x I X ,

P ( x ) < U( x )# 

证明  因 P 是受QH_控制的, 若 x I X ,且 P ( x ) X 5, 则存在 x 在X 中的开邻域N( x ) 和

对应 Ux : N ( x ) y 2
Y
使得

1) 对每个 z I N ( x ) ,有 P ( z ) < Ux ( z ) , H( z ) I/ clUx ( z ) ,
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2) Ux 下半连续, Ux 在Y 中是开凸值的# 

由于 X 是仿紧的,又 X = G
x I X
N ( x ) ,则 X 的开覆盖 N ( x ) 存在有限加细 Nc( x ) # 注意

到X 是正则的,对每个 x I X ,存在 x 在X 中的开邻域G ( x ) ,使得 clXG ( x ) < Nc( x )# 记 Mx

= clXG( x ) ,易知 Ux : Mx y 2Y也下半连续# 

对每个 x I X ,定义集值对应 U
c
x : X y 2

Y

  Uc
x( z ) =

Ux ( z )   若 z I clXG ( x ) ,

Y     若 z I/ clXG( x ) ,

则由引理 1知 Uc
x 在X 上也是下半连续的,对每个 z I X ,显然 P( z ) < Uc

x( z )# 再定义 U: X y

2Y ,对每个 z I X , U( z ) = H
x I X
Uc
x ( z )# 

� ) 显然 U是凸值的,且对每个 z I X , P ( z ) < U( z )# 而 Pz I X , 则存在某个 x I X ,

且 z I G( x ) 使得 Uc
x( z ) = Ux( z ) , 故 U( z ) < Ux( z )# 又因 H( z ) I/ clUx ( z ) , 从而

H( z ) I/ clU( z ) ,因此对所有 z I X , H( z ) I/ clU( z )# 

� ) 再证 U是开值的# 

由 Nc( x ) 的局部有限性,对于 X 中的每个z I X , 拥有邻域 clXG( z ) 仅与 Nc( x ) 中有

限个邻域Nc( x ) 相交,当 z I Nc( x ) , Ux( z ) 又是开集# 实际上, U( z ) = H
x I X
Uc
x ( z ) 仅是 Y中有

限个子集 Uc
x ( z ) 的交集,因为 z 至多包含在有限多个邻域Nc( x ) 中,除了有限多个开集 Uc

x ( z )

外,其余的 U
c
x( z ) 就是 Y本身, 因此 U是开值的# 

� ) 最后证 U是下半连续# 

由 Nc( x ) 的局部有限性和 X 的正则性, Pu I X , 存在 u 的闭邻域 Mu 使得

x I X , Mu H Nc( x ) X 5 是有限的, 不妨设为 x ( u, 1) , ,, x ( u, n( u) ) # 对每个 w I

Mu, U( w ) = H
x I X
Uc
x( w ) = H

n( u )

i= 1
Uc
x ( u, i ) ( w )# 对 i = 1, 2, ,, n( u) , 因每个 Uc

x ( u, i) 在 X 上下半连

续, Uc
x ( u, i ) 是开值的,由下半连续的定义知 U在Mu 上下半连续# 因为Mu 闭,而当w I/ Mu时,

U( w ) = Y,由引理 1, U: X y 2Y也下半连续,故 U属于QH_类# 

定理 2  设X 为Hausdoff局部凸拓扑向量空间E的非空仿紧凸子集, D为X 的可度量化的

非空紧子集, P: X y 2D 是受QH_控制的, 则存在 x I X 使得P( x ) = 5# 

证明  反设定理的结论不成立,即 Px I X , P ( x ) X 5# 

由于 X 是仿紧的Hausdorff拓扑向量子空间, 从而 X 是正则的# 由定理 1存在对应 U: X

y 2D 属于QH_类, 使得对 Px I X , P ( x ) < U( x )# 因为 U下半连续,对于X 中使得 U( x ) X

5 的每个x ,由 clU( x ) = clD [ U( x ) ] 所定义对应 clU: X y 2
D
,由[ 2] 中的性质 213和性质 216

知 clU是下半连续的, 且 clU( x ) 非空完备# 又因 D是紧子集, 则 coD仿紧# 由Michael[ 3] 中

的定理111,则存在上半连续的非空集值对应H : coD y 2
D
使得 Px I coD,H ( x ) < clU( x )# 

对每个 x I coD,令 T( x ) = cl[ coH ( x ) ] , 由[ 4] 中的引理1和引理2知T : coD y 2D 是非

空闭凸值且上半连续的集值对应, 注意到 U是凸值的, 从而 clU是闭凸值的, 又 H ( x ) <
clU( x ) ,则 T( x ) < clU( x )# 

由于对应 T: coD y 2
D
是上半连续且非空闭凸值的,利用[ 5] 中的 Himmelberg 不动点定

理,则存在 x
* I D,使得 x

* I T( x
*
)# 但对每个 x I X , 都有 T ( x ) < clU( x ) , 则 x

* I

clU( x
*
) ,这与 U属于QH_类矛盾,故定理结论成立# 
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2  均   衡

在这一部分,我们将证明在局部凸拓扑向量空间中当抽象经济中的约束对应与偏好对应

的交受 QH_控制,不论经济主体集是可数集还是不可数集, 均衡一定存在# 

WU Xian在[ 6]中证明了如下下半连续型的不动点定理# 

引理 2  设 I 为指标集,对每个 i I I , X i为局部凸Hausdorff拓扑向量空间 E i的非空凸子

集# D i为X i的可度量化的非空紧子集# S i , T i : X = F
i I I
X i y 2Di为两个集值对应,并满足下列

条件:

( � ) 对每个 x I X , coS i ( x ) < Ti ( x ) ,且 S i ( x ) X 5;

( � ) Si 下半连续;

则存在�x = F
i I I

�x i I D = F
i I I
Di ,使得对每个 i I I , 都有 �x i I Ti (�x )# 

定理 3  设 # = (X i , Ai , B i , P i ) i I I 为一个抽象经济, I 为任意的主体集(可数或不可数) ,

使得对每个 i I I ,

1) X i为局部凸Hausdorff拓扑向量空间 E i的非空凸子集# X = F
i I I
X i 是仿紧的, D i为X i

的可度量化的非空紧子集;

2) Ai , B i , Pi 都是从X y 2Di 的对应, 对每个 x I X , A i ( x ) 非空; B i下半连续且B i ( x ) 是闭

凸集, clB i ( x ) < Di :

3) 集合 E
i
= x I X , A i ( x ) H P i ( x ) X 5 在X 闭;

4) 对应 Ai H P i : X y 2Di 是受QH_控制的;

则在抽象经济 #中存在一个均衡,即存在 x
* I X ,使得对每个 i I I ,都有 x

*
i = Pi ( x

*
)

I clB i ( x
*
) ,且 A i ( x

*
) H P i ( x

*
) = 5# 

证明  首先注意到若对所有 i I I , E
i
= 5, 由于 B i 下半连续, 显然 clBi 下半连续, 又

clBi ( x ) 是闭凸集# 令 S i ( x ) = B i ( x ) , T i ( x ) = clBi ( x ) , 利用引理 2,则定理结论成立# 

设 I 0 = i I I , E
i X 5 ,不失一般性, 不妨设 I 0 X 5# 

情形 1  对每个 i I I 0,由条件(4) 和定理 1,存在对应 Ui : X y 2Di, Ui 下半连续且是开凸

值的,对每个 x I X , A i ( x ) H Pi ( x ) < Ui ( x )# 同时,因为 E
i在X 中闭, Ui是A i H P i在E

i上

的 QH_控制, B i : X y 2Di 下半连续且Bi 是凸值的, 所以 Ui H Bi 也下半连续, 且是非空凸值

的# 定义对应 <i : X y 2Di

  <i ( x ) =
B i ( x ) 若 x I/ E i ,

( Ui H B i ) ( x )   若 x I E
i
,

因 E
i
是闭的,由引理 1知 <i ( x ) 下半连续, 且 <i ( x ) 是非空凸值的# 

情形 2  对 i I I \ I 0,定义 <i : X y 2Di,即 Px I X , <i ( x ) = B i ( x ) , <i ( x ) 下半连续,且

<i 是非空凸值的# 

令 Si ( x ) = <i ( x ) , T i ( x ) = cl<i ( x ) , 由引理 2则存在 x
*
= F

i I I
x
*
i I D = F

i I I
D i ,使得 x

*
i

= Pi ( x
*
) I cl<i ( x

*
)# 

若存在某个 i I I 0 使得 x
* I E

i
, x

*
i = Pi ( x

*
) I cl<i ( x

*
) ,由 <i ( x ) 的定义,则 x

*
i =
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Pi ( x
*
) I cl( ( Ui H B i ) ( x

*
) ) < cl( Ui ( x

*
) ) ,这与 Ui是A i H P i在E

i上的QH_控制矛盾# 因

此, 对所有 i I I0, x
* I/ E i ,即对所有 i I I 0, A i ( x

*
) H P i ( x

*
) = 5# 再由 <i ( x ) 的定义,对

所有 i I I 0,则有 x
*
i = Pi ( x

*
) I clBi ( x

*
) ,且 A i ( x

*
) H P i ( x

*
) = 5# 定理证毕# 

由定理3, 在定性的博弈中有下列均衡存在定理# 

定理 4  设 # = (X i , P i ) i I I 为一个定性的博弈, I 为选手集(可数或不可数) , 对于每个 i

I I ,若

1) X i为局部凸Hausdorff拓扑向量空间 E i 的可度量化的非空紧凸集;

2) 集合 E
i
= x I X , P i ( x ) X 5 在X 中闭;

3) 对应 P i : X y 2X i 受QH_控制;

则在 # 中存在最大元,即存在 x
* I X 使得对每个 i I I , P i ( x

*
) = 5# 

证明  Hausdorff空间的子空间仍是 Hausdorff空间,紧的 Hausdorff空间又是正则的# 对每

个 x I X ,令A i ( x ) = B i ( x ) = X i ,则抽象经济 �= (X i , A i , B i , P i ) i I I满足定理3的所有假设,

从而定理 4的结论成立# 
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Maximal Elements and Equilibrium of Abstract Economy
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Abstract: An existence theorem of maximal elements for a new type of preference correspondences

which are QH_majorized is given. Then some existence theorems of equilibrium for abstract economy

and qualitative game in which the constraint or preference correspondences are QH_majorized are ob-

tained in locally convex topological vector spaces.
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