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粘弹性薄板准静态分析中一种时域算法
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摘要:  基于线性粘弹性材料的 Boltzmann 叠加原理和大挠度薄板的 von KÀrmÀn 假设, 给出了粘弹

性薄板准静态问题的数学模型# 在空域上采用 Galerkin 方法可将原积分_偏微分系统化为积分系

统,而在时域上利用本文所提出的新方法可将该积分系统化为微分系统# 计算结果表明, 新算法

与常用的有限差分法相比操作简单,具有无存贮和计算快等优点# 
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引   言

在几何非线性的情况下, 粘弹性结构准静态问题的数学模型一般是非线性积分_偏微分系

统# 对这类问题很难求得精确解,一般只能利用各种直接法获得数值解[ 1~ 2]# 由于粘弹性材

料的记忆特性, 计算时必须存贮整个历史,通常在时域上利用有限差分法将积分项离散, 并采

用Prony级数形式的材料函数推出递推公式[ 3]# 利用这种方法尽管可以解决数据存贮问题,

但对于结构稳态响应的预测仍存在误差积累和计算耗时等问题, 特别对于那些力学行为随时

间变化极为缓慢的材料, 如一些地学材料更是如此# 

本文首先利用线性粘弹性理论中的 Boltzmann 叠加原理[ 4]和薄板大挠度理论中的 von

KÀrmÀn几何假设,建立了粘弹性薄板准静态分析的非线性数学模型,其控制方程和边界条件

均是积分_偏微分型的, 关于这类方程的定性和定量分析仍需作大量的研究工作# 其次, 针对

这类数学模型给出了一种数值方法,计算时在空域上采用 Galerkin方法将原积分_偏微分系统

化为积分系统# 当粘弹性材料的松弛函数满足一定的条件时,在时域上利用Leibnitz公式对该

积分系统关于时间求导一次后,通过引进新变量可将该积分系统化为等价的微分系统# 最后

考察了横向阶跃载荷作用下粘弹性简支板的准静态响应# 计算结果表明, 本文给出的时域新

算法是一种行之有效的算法# 本文所提出的时域新算法与常用的时域有限差分法相比, 计算

时无须在每个离散时刻判断非线性代数方程根的情况, 具有操作简单、无存贮和计算快等优

点# 另外, 对于粘弹性结构稳态响应的研究通过本文所提出时域新算法可直接求解一个非线
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性代数方程, 而无须一步一步迭代计算, 从而极大地减少了计算时间# 

1  数 学模 型

设粘弹性材料服从 Boltzmann 叠加原理[ 4, 5] , 而应变_位移关系满足薄板的 von KÀrmÀn 假
设# 若忽略惯性项的影响,则粘弹性简支矩形板准静态分析的数学模型为

[ 6]

  
e ª ¨4

w - [ w , f ] - q = 0

¨4
f + e ª [ w , w ] / 2 = 0

  ( x , y , t ) I 8 @ (0, t 0) , (1a)

  w = $w = 0, f = $f = 0    ( x , y , t ) I 5 8 @ [ 0, t 0] , (1b)

  w = f S 0           ( x , y , t ) I �8 @ [- ] , 0)# (1c)

上式中所有变量均已无量纲化[ 3]# 8 = ( x , y ) : 0 [ x [ l , 0 [ y [ 1 , 5 8 = ( x , y ) : x

= 0, l ; y = 0, 1 , l 是板的长宽比, w、f 分别为挠度和应力函数, q 为横向载荷, e为松弛函数,

[ w , f ] S w , xx f , yy - 2w , xy f , xy + w , yy f , xx , 符号 ª 表示 Boltzmann算子, 其定义如下

  a( t ) ª b ( t ) = a (0) b( t ) + Ûa ( t )* b( t ) =

      a( 0) b( t ) +Q
]

0

da( t - S)
d( t - S) b ( S) dS,

符号* 表示卷积# 需要指出的是,由于使用了积分型本构关系,边界条件( 1b)原来的形式也是

积分_偏微分型的, 这里已利用Titchmarsh定理作了处理
[ 4]# 

2  数 值方 法

211  空域上的 Galerkin近似

精确求解积分_偏微分系统( 1)是很困难的,这里在空域上采用 Galerkin方法,将 w、f、q 展

成如下重三角级数

  

w ( x , y , t ) = E
m

i= 1
E
n

j = 1

w ij ( t ) sin( iPx / l ) sin( jPy ) ,

f ( x , y , t ) = E
m

i= 1
E
n

j= 1

f ij ( t ) sin( iPx / l ) sin( jPy ) ,

q ( x , y , t ) = E
m

i= 1
E
n

j= 1
qij ( t ) sin( iPx / l ) sin( jPy ) ,

(2)

其中, w ij ( t )、f ij ( t ) 是待定函数,而 qij ( t ) 是已知函数,由下式给定

  qij ( t ) =
4
lQ

1

0Q
l

0
q ( x , y , t ) sin( iPx / l ) sin( jPy )dxdy# (3)

取 m = n = 1,代(2) 入(1) , 得一阶近似方程

  
g( t ) = - Tce( t ) ª u2( t ) ,

Ce( t ) ª u( t ) + Tu( t ) [ e( t ) ª u2( t ) ] - r( t ) = 0,
(4)

这里,

  
B = 32P

2
/ 3l

2
, C = P

4
(1+ l

- 2
)
2
, Tc= B / (2C) ,

T = B
2
/ (2C) , u = W11, g = f 11, r = q11# 

(5)

212  时域上的处理过程
由( 4)不难得到粘弹性板的瞬态响应为

1002 张   能   辉    程   昌   钧



  
g(0) = - Tcu2(0) / 2, u3( 0) + R 1( 0) u(0) + R0(0) = 0,

R0(0) = - T
- 1
r (0) , R1(0) = T

- 1
C# 

(6)

下面将给出对( 4)中积分项的两种处理方法# 

方法 1  有限差分法[ 3]

若记

  S( t ) = Q
t

0
e( t - S)

d
dS
[ u ( S) ] dS, V( t ) = Q

t

0
e( t - S)

d
dS
[ u

2
( S) ] dS, (7)

并设松弛函数 e( t ) 可用 Prony级数形式表示,即

  e( t ) = E
k

i= 0
eiexp(- Ait ) , A0 = 0, E

k

i= 0
ei = 1# (8)

取离散时间为

  $tq = tq - tq- 1,   q = 1, 2, ,, p , tp = t , t 0 = 0, (9)

则( 7)可化为

  

S( tp ) = e0( u( tp ) - u(0) ) + E
k

i= 1

e iS
( i)
p ,

V ( tp) = e0( u
2
( t ) - u

2
(0) ) + E

k

i= 1
e iV

( i )
p ,

(10)

其中,

  

S
( i )
0 = V

( i )
0 = 0, p = 0; W

( i)
p = exp(- Ai$tp ) ,

S
( i )
p U W( i)p S

( i )
p- 1+Q

t
p

t
p- 1

exp[- Ai ( tp - S) ]
d
dS
[ u( S) ] dS   p \1,

V
( i)
p U W

( i )
p V

( i )
p- 1+Q

t
p

t
p- 1

exp[- Ai ( tp - S) ]
d
dS[ u

2
( S) ] dS   p \ 1# 

(11)

递推关系( 11)是方法 1的关键,尽管卷积积分考虑了整个以往的历史,但计算时不必存储全部

历史,只需对前一时刻作适当校正# 针对( 11)式中的导数项,可给出不同的离散格式# 这里仅

给出采用向后差分方法得到的计算格式

  

d
dS
[ u( S) ] =

u( tq) - u( tq- 1)

tq - tq- 1
=
$u( tq)
$tq

  S I ( tq- 1, tq) ,

d
dS
[ u

2
( S) ] = 2u( S)

d
dS
[ u( S) ] = 2

u( t q) + u( tq- 1)

2

$u( t q)
$tq

=

  
u
2
( tq) - u

2
( tq- 1)

$tq
=
$u2( tq)
$tq

  S I ( tq- 1, tq)# 

(12)

由( 4)、( 10)、( 11)和( 12) ,得

  

g( tp ) = - Tc e( tp ) u
2
(0) + e0[ u

2
( tp ) - u

2
(0) ] +

  E
k

i= 1

ei W( i)p V
( i)
p- 1+ A- 1i (1 - W( i)p )

$u( tp )
$tp

,

u
3
( tp) + R1( p ) u( tp ) + R 0( p ) = 0,

(13)

其中,

  R1( p ) = - T
- 1
C + e0+ E

k

i= 1

ei
(1- W( i )p )
Ai$tp

- 1

[ e( tp) - e0] u
2
(0) +
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      E
k

i= 1
ei W

( i)
p V

( i )
p- 1-

(1 - W( i)p ) u
2
( tp- 1)

Ai$tp
,

  R0( p ) = - T
- 1
C e0+ E

k

i= 1
ei
(1- W

( i )
p )

Ai$tp

- 1

[ e( tp) - e0] u
2
(0) +

      E
k

i= 1

ei W( i)p S
( i )
p- 1-

(1- W( i )p ) u( tp- 1)
Ai$tp

- C
- 1
r( tp ) # 

因此,通过有限差分法将粘弹性薄板的准静态问题转化为在每个离散时刻求一个非线性代数

方程的合理解# 利用方法 1,尽管不必存贮解的历史, 但获取当前时刻的信息是以历史已知为

前提的# 

方法 2  微分方法

若板的材料为标准线性固体材料, 则

  
e( t ) = e0+ e1exp(- A1 t ) , e0 + e1 = 1,

Ûe( t - S) = - U1( t ) W1( S) = - [ e1exp( A1 t ) ] [ A1exp( A1S) ]# 
(14)

将( 14)代入( 4b) ,得

  C u - U1Q
t

0
W1( S) u( S) dS + Tu u

2
- U1Q

t

0
W1( S) u

2
( S)dS - r = 0# (15)

将( 15)式两边同除以 U1( U1 X 0) ,得

  C
u
U1
-Q

t

0
W1( S) u( S)dS + T

u
3

U1
- uQ

t

0
W1( S) u

2
( S)dS - r

U1
= 0# (16)

对( 16)式两边同时关于 t 求导,得

  C
ÛuU1- uÛU1

U
2
1

- W1u + T
3u2ÛuU1- u

3ÛU1
U
2
1

- W1u
3
-

      ÛuQ
t

0
W1( S) u

2
( S)dS -

ÛrU1 - rÛU1
U21

= 0# (17)

将( 17)式两边同乘以 U21,得

  C[ ÛuU1- uÛU1- U
2
1 W1u] +

      T 3u2ÛuU1- u
3 ÛU1- U21W1u

3
- U21ÛuQ

t

0
W1( S) u

2
( S) dS -

      ( ÛrU1 - rÛU1) = 0# (18)

不可能利用Leibnitz公式将( 18)式化为微分方程,因此下述条件并非永远成立

  当 t I [ 0, + ] ) 时,  Ûu ( t ) X 0# (19)

为将积分_微分方程( 18)化为微分方程,引入新变量

  y 1 = u, y 2 = U1Q
t

0
W1( S) u

2
( S)dS, (20)

则( 18)式可化为

  C( Ûy 1U1- y 1ÛU1- U21W1y 1) + T(3y
2
1Ûy 1 U1- y

3
1ÛU1 -

      U21W1y
3
1- U1Ûy 1y2) - (ÛrU1- rÛU1) = 0# (21)

利用( 14)将( 21)化为下式

  F1( y 1, y 2) Ûy 1 = F 0( y 1) , (22)

其中,

  F1( y 1, y 2) = C+ T (3y 21- y 2) ,
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  F0( y 1) = - CA1 e0 y1 - TA1 e0y
3
1 + Ûr + A1r# 

注意到( 20)和( 22) , ( 4b)可化为一阶常微分方程组

  
Ûy 1 = F

- 1
1 ( y 1, y 2) F0( y 1) ,

Ûy 2 = ( e1y
2
1- y 2) A1,

(23)

同样利用 Leibnitz求导法则, ( 4a)可化为

  Ûg + A1g + Tc(2uÛu + A1 e0u
2
) = 0# (24)

因此,令 y 3 = g ,并注意到( 20)、( 23)和( 24) ,则( 4)可化为

  

Ûy 1 = F
- 1
1 ( y 1, y 2) F0( y 1) ,

Ûy 2 = ( e1y
2
1- y 2) A1,

Ûy 3 = - A1y 3- Tc(2y 1Ûy 1+ A1 e0 y
2
1)# 

(25a)

由上可见,在一定条件下利用新方法可将非线性积分系统化为一个等价的微分系统,而关于微

分方程的数值解已有许多成熟且行之有效的方法# 相应于( 25)的初值为

  y 1(0) = u(0) , y 2(0) = 0, y 3(0) = - Tcu2(0) , ( 25b)

其中, u(0) 由方程(6) 获得# 

另外,当 t y+ ] 时,若 Ûr ( t ) 和 r ( t ) 的极限存在,则令 Ûy 1 = Ûy 2 = Ûy 3 = 0,不难求得粘弹

性薄板稳态响应为

  y
3
1(+ ] ) + R1(+ ] ) y 1(+ ] ) + R 0(+ ] ) = 0; (26a)

  
y2(+ ] ) = e1y

2
1(+ ] ) = e(0) y 21(+ ] ) ,

y3(+ ] ) = - Tce0y 21(+ ] ) = - Tce(+ ] ) y 21(+ ] ) ;
( 26b)

其中,

  
R1(+ ] ) = CT

- 1
- [ TA1e(+ ] ) ]- 1D lim

t y+ ]
( ÛK+ A1K) ,

R0(+ ] ) = - [ TA1 e(+ ] ) ]- 1 lim
t y+ ]

(Ûr + A1r )# 
(27)

由( 26)和( 27)可见,当粘弹性薄板趋于稳态时, 其力学响应仅与材料的稳态性质和松弛时间有

关,而与材料的瞬态性质无关# 另外,由( 26)和( 27)所获得的稳态解不存在误差积累的问题,

因而利用新方法节省了大量的计算稳态所需时间# 为简单起见, 这里仅给出对标准线性固体

材料的处理过程,应指出这种新方法只要求材料函数能展成( 8)的形式即可# 

3  数值结果与讨论

对于标准线性固体材料,计算时取 e0 = 015, A1 = 0106, q( t ) = q0H ( t) , l = 1# 表1给出

了大挠度理论数值解与小挠度理论解析解之间的比较,加载幅度 q0 = 1, 时间步长均取为 $t q

= 1,对微分系统(25) 采用变步长Runge_Kutta_Merson方法求得# 而( w (c)G , f ( c)G ) 和( w ( n)G , f
(n)
G )

分别表示利用方法 1和方法 2所获得的挠度和应力函数的一阶 Galerkin近似解, Er (c) 或 Er
(n)

表示相对误差# 这里解析解w ( a)是采用变量分离法和积分变换法获得的Levy形式解,其表达

式见文献[ 5]# 

由表 1可见, 当外部输入很弱时, 用两种理论获得的结果基本一致# 数值结果表明, 此时

应力函数值的量级为 10- 6,完全可以忽略不计, 因此在这种情况下用小挠度理论来代替大挠

度理论是可行的# 显然数值结果的误差主要来源于空域上的 Galerkin离散, 为提高精度, 可在

( 2)中可多取几项# 
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表 2给出了在 q0 = 6 000, $tq = 1情况下,采用以上两种方法获得的数值解# 表1和表

2表明,在足够小的步长下,采用以上两种方法可获得相同精度的数值结果, 但采用新方法较

为简便# 

表 1 q( t ) = H ( t) 作用下粘弹性方板的最大挠度值

时间 t 解析解 w (a) w ( c)G ( @ 10- 3) Er (c )/ ( % ) w ( n)G ( @ 10- 3) Er( n) / ( % )

0 41060 000 41160 643 21478 891 41160 643 21478 891

10 51112 278 51238 771 2. 474 298 51239 004 21478 855

20 51891 825 61037 712 21476 091 61037 873 21478 824

30 61469 327 61628 467 21475 373 61629 689 21478 804

40 61897 125 71067 919 21475 905 71068 117 21479 177

50 71214 092 71392 883 21478 357 71392 912 21478 759

60 71448 887 71633 448 21477 699 71633 526 21478 746

70 71622 827 71811 785 21478 844 71811 777 21478 739

80 71751 686 71943 869 21479 241 71943 829 21478 725

90 71847 146 81041 620 21478 276 81041 655 21478 722

100 71917 865 81114 100 21478 382 81114 126 21478 711

200 81109 936 81311 033 21479 637 81310 958 21478 712

300 81119 499 81320 808 21479 327 81320 757 21478 699

400 81119 975 81321 047 21476 263 81321 245 21478 702

500 81119 999 81321 047 21475 960 81321 269 21478 694

表 2 q ( t) = 6 000H( t) 作用下粘弹性方板的最大挠度值及应力函数值

时间 t w ( c)G w ( n)G - f ( c)G - f ( n)G

0 71779 347 71779 348 81175 707 81175 709

10 81578 757 81579 750 71870 925 71870 284

20 91110 237 91111 665 71669 165 71668 404

30 91469 930 91471 570 71525 205 71524 457

40 91716 618 91718 015 71420 042 71419 111

50 91886 874 91888 104 71342 362 71341 613

60 101005 08 101006 11 71285 389 71284 758

70 101087 43 101088 27 71243 784 71243 274

80 101144 95 101145 61 71213 589 71213 181

90 101185 18 101185 70 71191 803 71191 473

100 101213 35 101213 75 71176 156 71175 889

200 101277 58 101277 60 71138 785 71138 772

300 101279 44 101279 44 71137 646 71137 647

400 101279 50 101279 49 71137 611 71137 614

500 101279 50 101279 50 71137 611 71137 613
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图1和图 2分别示出了采用新方法获得的方板在阶跃载荷作用下中心处的挠度和应力函

数的时程曲线,并对 q0 = 4 000和 q0 = 5 000作了比较# 图中的曲线都有渐近线,这说明材料

的稳态响应为弹性响应# 

图3和图 4分别示出了采用新方法获得的粘弹性方板中心处的瞬态和稳态响应# 若采用

方法 1获得同样的稳态响应曲线所需要的计算工作量则是非常大的# 

     图 1  挠度时程曲线                 图 2 应力函数时程曲线

     图 3  挠度响应曲线                 图 4 应力函数响应曲线
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A Time Domain Method for Quasi_Static Analysis

of Viscoelastic Thin Plates

ZHANG Neng_hui,  CHENG Chang_jun

( Shan gha i Institute of Applied Mathema tics and Mechan ics ; Depa rtm ent of

Mechanics , Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: Based on the Boltzmann. s superposition principles of linear viscoelastic materials and the

von KÀrmÀn. s hypotheses of thin plates with large deflections, a mathematical model for quasi_static

problems of viscoelastic thin plates was given. By the Galerkin method in spatial domain, the original

integro_partial_differential system could be transformed into an integral system. The latter further was

reduced to a differential system by using the new method for temporal domain presented in this paper.

Numerical results show that compared with the ordinary finite difference method, the new method in

this paper is simpler to operate and has some advantages, such as, no storage and quicker computa-

tional speed etc.

Key words: viscoelastic thin plate; von KÀrmÀn. s hypothesis; Galerkin method; quasi_static re-

sponse; direct method; integro_differential equation
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