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摘要 :  讨论同伦算法求解并联机器人运动学正问题# 通过参系数同伦法大大减少了跟踪路径的

数目 ,从而提高了同伦算法的效率使之对求解一般非线性代数方程组更为可行# 采用这一算法,

求出了中科院沈阳自动化研究所机器人开放研究实验室的新型并联机器人模型的全部正解# 为

新模型的机构分析和实时控制提供了理论依据# 
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引   言

同伦算法作为求解非线性代数方程组的数值方法近年来被广泛应用于求解非线性代数系

统# 尤其在机器人运动学求解方面被广泛地采用# 文献[ 1]应用它求解串联机器人运动学逆

问题,文献[ 2]应用它求解并联机器人运动学正问题# 由于同伦算法是通过同伦映射从初始方

程组的解出发跟踪曲线从而得到所求的目标方程组的解# 因而根据初始方程组的不同构造方

法同伦算法被分为一般同伦法,系数同伦法和参数同伦法# 

一般同伦法由于构造初始方程组简单且容易实现而多被采用, 但当方程组的次数较高时

相应的跟踪路径的数目较大(即使采用多元齐次变换有时跟踪路径的数目仍较大)导致一般同

伦法的计算量很大# 文献[ 3, 4]给出了减少跟踪路径提高计算效率的改进同伦算法,本文在此

基础上给出一种大大减少跟踪路径的参系数同伦法# 它对求解一般的非线性代数方程组更快

且更可行# 

下面我们以求解并联机器人运动学正问题为例说明这一同伦算法在求解非线性方程组中

的应用# 

令 F ( q , H) 代表并联机器人正问题的非线性代数方程组# 这里 q = ( p x , p y , p z) 代表在 x

方向、y 方向、z 方向的位移矢量, H= ( A, B, M) 代表绕 x 轴、y 轴、z 轴的旋转矢量,记 u = ( q,

H)# 

令 G ( u) 代表一初始方程组,它和 F ( u ) 具有同样的代数结构但容易求解# 

定义:

1278

 应用数学和力学,第 22 卷 第 12 期( 2001 年 12月)

  Applied Mathematics and Mechanics
          应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1999_05_05; 修订日期:  2001_06_26

基金项目:  国家自然科学基金资助项目 ( 19701006) ; 教育部普通高等学校骨干教师资助计划; 辽宁

省、沈阳市科学基金资助项目

作者简介:  董滨( 1969) ) ,女, 哈尔滨人,讲师, 硕士,研究方向为非线性方程组求解.



  H ( u, t ) = (1 - t) eiHG( u) + tF( u)# (1)

注意到 t = 0时, H ( u , t ) = 0的解恰好是 G( u) = 0的解,在 t = 1时它的解又正好是 F ( u )

= 0的解# 由于 F 和G 有同样的代数结构,所以跟踪H ( u , t ) = 0 t从 0到1的解,我们就能

得到 F( u) = 0的解# 

首先根据目标方程组的特点采用参系数同伦法构造初始方程组# 然后解此方程组# 这时

由于参系数同伦法构造的初始方程组可通过消元法化简直接求解或采用一般同伦法求出它的

解# 这样从初始方程组的解出发通过同伦映射( 1)跟踪路径我们就能得到所求的目标方程组

的全部解# 

对上述系统采用一般同伦法至少需要跟踪 256条同伦路径# 而采用参系数同伦法只需跟

踪20条同伦路径# 计算效率大大提高# 采用这一方法我们求出了一新型并联机器人模型正

问题的全部解, 为新模型的机构分析和实时控制提供了依据# 而这一新模型是中科院沈阳自

动化研究所机器人开放研究实验室新近提出的获得国家专利的并联机器人模型# 它对并联机

器人的研究具有重要的理论和现实意义# 

1  参系数同伦法

参系数同伦法是以初始方程组与目标方程组的系数参数构造同伦的方法# 令 F ( c, x ) 代

表方程组# 这里 c表示方程组的系数# x 表示变量# 如果有参数 q = ( q1, ,, qs) 使得 c =

c( q) 则 F ( c, x ) = F( c( q) , x )# 

现令 F ( c( q
1
) , x ) 代表所求的目标方程组, F ( c( q

0
) , x ) 代表初始方程组# 由(1) 构造同伦:

  H ( x , t ) = F( c[ (1- t) Cq0
+ tq

1
] , x ) , (2)

这里 C= eiH# 这样构造的同伦称为参系数同伦# 

例  设一目标方程组为:

  x
2

+ y
2

= 1, y
2

+ z
2

= 1, x
2

+ z
2

= 1# (3)

用参系数同伦构造( 3)的初始方程组我们可选第一个方程 xy 的系数等于2,其余二方程和

(3) 相同# 也即

  x
2

+ 2xy + y
2

- 1 = 0, y
2

+ z
2

- 1 = 0, x
2

+ z
2

- 1 = 0# (4)

由于在方程组( 3)的第一个方程中添加2xy 项并不改变方程组的 Bezout数因此这样构造初始

方程组是合理的# 而且由于( 4)的第一方程的化简使得初始方程组的解容易求得# 

下面给出参系数同伦法的理论依据# 

定理  有一稠密开子集 Q0 A Q,使得如果 q
0 I Q0, q

1 I Q1,并且S 是f ( c[ q
0
] , x ) = 0在

P
n 的非奇异解的集合,则初始点在 S 且( x , t ) I P

n @ [ 0, 1] 的同伦

  h( x , t ) = f ( c[ (1- t) q
0

+ tq
1
] , x ) (5)

在 P
n中有光滑的并且 t随着弧长增加而增加的同伦路径,路径的终点包含了 f ( c[ q

1
] , x ) = 0

的全部孤立零点# 

(定理证明参见文献[ 5] )

这里初始方程组的解集 S 中解的个数可以小于方程组的次数(或多元齐次化方程组的

Bezout数)# 由于求解目标方程组的跟踪路径的数目等于初始方程组解的数目,因此参系数同

伦法可以直接减少跟踪路径的数目# 至于求解初始方程组f ( c[ q
0
] , x ) = 0的解,由于初始方
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程组的化简可以直接求得,或采用一般同伦法求得# 

2  参系数同伦法求解并联机器人运动学正问题

下面以中科院沈阳自动化研究所机器人开放研究实验室的新型 4自由度并联机器人机床

为例说明参系数同伦法在求解非线性方程组中的应用# 

新模型的机构如图 1,其中杆长 L1、L 2、L 3、L4 固定不变# 它们的上端与可以沿 z 轴滑动

的滑块相连# 它们的下端与旋转关节连接# 其中与 L1、L 2相连的关节可以绕 x 轴y 轴旋转,

与L 3、L 4相连的关节只能绕 y 轴旋转# 这样通过滑块位移H i ( i = 1, 2, 3, 4) 带动末端刀具运

动# 在末端刀具下面是一可以沿 y 方向移动的工作平台# 

图 1 新 4_Dof并联机器人模型

用D_H 矩阵法建立的正问题的运动学方程如下:

  f i = - L
2
i + ( H i - p z + c1 s2xi - s1 yi - c1c2Z t - c1c2zi )

2
+

(- s1s 2xi + Ysi - c1yi + c2 s1zi )
2

+

(- px + Xsi - c2xi - s 2Z t - s2zi )
2   ( i = 1, 2) , (6)

  f j = - L
2
j + ( Ysj - yj )

2
+ ( H j - pz + s2xj - c1 c2 Zt - c2z j )

2
+

      (- px + Xsj - c2xi - s 2Z t - s2zi )
2   ( j = 3, 4) , (7)

  f 5 = c
2
1 + s

2
1 - 1, (8)

  f 6 = c
2
2 + s

2
2 - 1, (9)

这里   c1 = cosA, s 1 = sinA, c2 = cosB, s2 = sinB# 
给定机构参数见表 1# 
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  表 1              机构参数 dm

i 1 2 3 4

L i 11 11 10 10

x i - 1155 1155 1169 - 1169

y i - 1163 - 1163 1163 1163

z i 01435 01435 01435 01435

Xsi - 7150 715 715 - 715

Ysi - 1163 - 1163 1163 1163

Zt 1154

因此上述方程组是含6个未知数 ( c1, s1, c2, s2, px , pz ) 的6个非线性代数方程组# 也即我

们要求的目标方程组,记为 F# 

对 F 采用一元齐次化法得目标方程组的 Bezout数为 4 @ 4 @ 4 @ 4 @ 2 @ 2 = 1 024# 对 F

采用二元齐次化法把变量分为( c1, s1, px , pz ) , ( c2, s2) 两组,其Bezout数为256# 但用一般同伦
法我们构造不出恰好有256个解的初始方程组# 这意味着单纯用一般同伦法解此目标方程组

需要跟踪 1 024条同伦路径# 虽然可通过条件限制如文献[ 3] 所述减少一些跟踪路径# 但计

算量仍是很大# 

下面考虑参系数同伦法# 

用参系数同伦法我们选择初始方程组的第5和第6个方程中 c1 s1、c2s 2的系数为2,其余4

个方程不变# 也即:

  gi = f i = 0   ( i = 1, 2, 3, 4) ; (10)

  g5 = c
2
1 + 2c1 s1 + s

2
1 - 1 = ( c1 + s1)

2
- 1, (11)

  g6 = c
2
2 + 2c2 s2 + s

2
2 - 1 = ( c2 + s2)

2
- 1, (12)

记为 G# 显然 G 的次数比F 有明显降低# 把第5个方程和第 6个方程代入前 4个方程化简

可得含两个未知数的两个方程,记为 Gc# 采用一般同伦法它的解非常容易求出# 这样我们

就得到 G 的全部非奇异解集S# 构造同伦:

  H ( u, t ) = (1 - t) eiHG( u) + tF( u)# (13)

根据定理,从 G 的解集S 出发跟踪路径即可得F 的全部解# 

3  数 值结 果

已知一组滑块位移 H i ( i = 1, 2, 3, 4)# 采用参系数同伦算法我们得到目标方程组 F 的全

部20组解# 在表 2列出# 

 表 2 目标方程组的全部解

l c 1 s1 c 2 s2 px p z

1
Re

Im

01823 24

01000 00

01567 7

01000 00

01935 31

01000 00

01353 82

01000 00

11901 6

01000 00

21573 9

01000 00

2
Re

Im

- 01984 5

01000 00

- 01175 2

01000 00

01747 68

01000 00

01664 06

01000 00

11544 2

01000 00

51518 44

01000 00
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  续表 2

l c 1 s1 c 2 s2 px p z

3
Re

Im

- 01970 5

01867 443

11157 4

01727 3

- 01999 87

01023 45

01000 926

- 01291 25

- 01667 24

- 01071 36

141016 8

11315 5

4
Re

Im

- 01970 45

- 01867 44

11157 4

- 01727 3

- 01999 87

- 01023 45

01000 926

01291 25

- 01667 24

01071 356

141016 8

- 11315 5

5
Re

Im

- 01862 18

- 01019 91

- 01508 11

01033 79

21640 8

21021 97

- 21116 47

21522 9

- 31941 9

- 51206 5

- 61316

- 01441 9

6
Re

Im

- 01862 18

01019 91

- 01508 11

- 01033 79

21640 8

- 21021 97

- 21116 47

- 21522 9

- 31941 9

51206 5

- 61316

01441 9

7
Re

Im

- 01803 85

- 01091 4

- 01613 59

01119 776

11642 9

01984 76

- 11137 4

11422 4

51448 75

- 61400 7

22133

31133

8
Re

Im

- 01803 85

01091 4

- 01613 59

- 01119 78

11642 9

- 01984 76

- 11137 4

- 11422 4

51448 75

61400 7

22133

- 31133

9
Re

Im

- 01778 7

01031 88

- 01629 44

- 01039 44

01112 46

01992 76

- 11406 85

01079 4

11948 3

- 01420 2

- 41498 7

- 01953 05

10
Re

Im

- 01778 7

- 01031 88

- 01629 44

01039 44

01112 46

- 01992 76

- 11406 85

- 01079 4

11948 3

01420 2

- 41498 7

01953 05

11
Re

Im

- 01232 97

01973 03

- 11385 4

- 01163 63

01999 01

01001 81

01055 2

01032 68

01508 145

- 01046 36

81021 4

11514 9

12
Re

Im

- 01232 97

- 01973 03

- 11385 4

01163 63

01999 01

- 01001 81

01055 2

- 01032 68

01508 145

01046 36

81021 4

- 11514 9

13
Re

Im

01090 7

- 01945 34

- 11374 53

- 01062 38

01978 05

- 01015 05

01219 4

01067 1

- 21841

- 01241 2

181479 6

- 11347 83

14
Re

Im

01090 7

01945 34

- 11374 53

01062 38

01978 05

01015 05

01219 4

- 01067 1

- 21841

01241 2

181479 6

11347 83

15
Re

Im

01993 405

- 01034 48

- 21053 4

- 01166 82

11855 46

- 01821 35

- 01936 9

- 11626 62

51357

81812

181631 4

- 01705 3

16
Re

Im

01993 405

01034 48

- 21053 4

01166 82

11855 46

01821 35

- 01936 9

11626 62

51357

- 81812

181641 4

01705 3

17
Re

Im

01996 7

01001 529

- 01083 07

01018 3

01975 8

31578 9

- 31707 26

01942 017

31094 57

- 51906 88

01188 85

- 91800 03

18
Re

Im

01996 7

- 01001 53

- 01083 07

- 01018 3

01975 8

- 31578 9

- 31707 26

- 01942 02

31094 57

51906 88

01188 85

91800 03

19
Re

Im

11000 33

- 01000 85

01010 43

01081 96

11647 3

- 11233

- 11391 79

- 11459 5

- 11303 85

01331 15

- 01893 47

41876 98

20
Re

Im

11000 33

01000 852

01010 43

- 01081 96

11647 3

11233

- 11391 79

11459 5

- 11303 85

- 01331 15

- 01893 47

- 41876 98

    这里H 1 = 11, H 2 = 13, H 3 = 13, H 4 = 10(单位: dm)
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4  结   论

并联机器人运动学正问题一般归结为求解多项式方程组,是并联机器人研究的基础和难

点,利用同伦法求解并联机器人正问题是目前普遍采用的有效的数值方法# 与一般同伦法相

比,本文采用参系数同伦法构造初始方程组, 大大减少了跟踪路径的数目从而显著地提高了计

算效率# 而且由于初始方程组具有与所求方程组更为相似的代数结构和容易求解的特点,它

提高了运算速度# 另外由于并联机器人正问题是关于三角函数的高次非线性方程组, 采用这

一方法可直接化非线性方程组为多项式方程组,而无需经过万能公式代换,进一步大大减少了

计算量# 因此参系数同伦算法是求解并联机器人正问题的更快更可行的数值方法# 

采用这一方法, 对中科院沈阳自动化研究所的并联机器人新模型运动学正问题求解,只需

跟踪 20条同伦路径,而采用一般同伦法,则至少需要跟踪 256条同伦路径# 同样对文献[ 2]的

一般 STWART 并联机器人模型,只需跟踪 40条路径就得到相应正问题的全部解# 而文中的一

般同伦法需要跟踪 768条路径# 

由于许多实际问题都归结为求解非线性代数方程组, 如文献[ 4]中的求几何交点问题、化

学平衡问题等等# 而运用参系数同伦法总可以找到适当的初始方程组,从而减少跟踪路径的

数目,因此参系数同伦法作为求解非线性代数方程组的数值方法,将会得到更广泛的应用# 
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Continuation Method Applied in Kinematics

of Parallel Robot

DONG Bin1,  ZHANG Xiang_de2

( 11Depa rtm ent of Mathema tics , Nor theastern Univ er sity , Shen yan g 110006, P R China ;

21Robot Open Labor ator y of Scien ce Institute of China , Shen yan g 110003, P R China )

Abstract: Continuation method solving forward kinematics problem of parallel robot was discussed.

And through a coefficient_parameter continuation method the efficiency and feasibility of continuation

method were improved. Using this method all forward solutions of a new parallel robot model which

was put forward lately by Robot Open Laboratory of Science Institute of China were obtained. There-

fore it provided the basis of mechanism analysis and real_time control for new model.

Key words: continuation method; parallel robot kinematics; generic continuation; coefficient_param-

eter continuation
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