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摘要:  利用现代数学方法, 在函数空间中研究了一类无穷维系统动力学、稳定性与控制问题# 首

先提出并建立了具有阻尼、陀螺部件和约束阻尼的多拓扑结构多挠体分布参数系统动力学控制模

型;其次给出并论证了多体挠性结构特征、系统分析结果 ) ) ) 可控可观性充要条件、稳定性理论和

系统的渐近性质# 研究的结果扩充和发展了本领域关于多挠体系统动力学与控制的理论成果, 具

有重要的工程意义# 
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引   言

随着现代科学和工程技术的发展与需要,尤其是航天事业已进入实用阶段,以大型挠性空

间结构( LFSS)为研究对象, 以系统的动力学、稳定性和控制为研究内容的科研课题已成为当前

国内外十分活跃的前沿研究领域# 例如空间站和载人飞船,其主体是多舱段的大型空间结构,

并带有太阳帆板、天线等可伸展弹性附件,还要求有交会对接的能力,这是一种典型的多体复

杂大系统# 研究这种要求设计阶段即能预知后果且难于作在轨实验的多体复杂系统的动力

学、稳定性和控制等基本规律性,分析和设计精确的控制规律,对完成载人航天飞行等一系列

高科技任务具有十分重要的意义# 

由于这种多体挠性空间结构复杂系统具有无穷多个自由度, 本质上是分布参数的连续系

统;就其控制而言,实质上是对分布参数的实际系统施加控制,以使控制系统具有期望的运动

特性# 其中的关键和基本问题包括:系统运动是否可变和控制规律如何构造等,即系统的分析

和综合;挠性空间结构系统的可变性取决于系统的挠性结构特征 ) ) ) 可控性、可观性和稳定性
及系统的渐近特性, 这些正是本文研究的主题# 

由于系统的不确定性和控制系统的鲁棒性要求,因而本文对系统的物理、力学模型的具体

随空布局( Conf igurat ion)和系统参数的精确性不加考虑, 而仅仅认为系统的模型是由算子方程

描述的由多挠性体组成的空间结构# 本文首先提出并建立了具有阻尼、蛇螺部件和约束阻尼
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的多拓扑结构多挠体分布参数动力学控制模型; 其次在统一的函数空间(如Hilbert空间)中对

系统的发展方程进行分析和研究, 通过算子演算并利用算子的谱和半群理论,给出并论证了系

统分析结果 ) ) ) 可控可观性充要条件、稳定性结论和系统的渐近性质# 

关于二阶控制系统( 1) (见下文)的研究一直为国内外研究工作者所关注# 与以往的工

作[ 1~ 4]相比,本文的研究是基于分布参数的实际系统而不是离散化后的近似系统(否则, 可能

产生/控制溢出0和/观测溢出0问题,即 Spillover问题) ,同时全面地考虑了阻尼、陀螺部件和约

束阻尼对系统的影响,因而这些研究不仅是构造控制规律的基础, 而且更符合实际具有一般

性,扩充和发展了本领域分布参数系统控制的理论研究成果,具有重要的工程意义# 

1  动力学控制系统模型的建立及系统重构、谱分析

在本节,我们首先用广义Hamilton 积分_变分原理推导出具有阻尼、陀螺部件和约束阻尼

的多拓扑结构多挠体动力学分布参数二阶系统控制模型; 进而, 为系统分析的需要, 将系统重

新构造,利用非奇异算子变换, 将二阶系统化成标准的一阶控制系统状态方程的形式, 然后对

一阶系统的主算子进行谱分析,最后给出系统的解存在唯一的结论和解的表达形式# 

由于多体系统的基本元素有三: 1) 链式拓扑结构多体系统(见图 1( a) ) ; 2) 环式拓扑结构

多体系统(见图 1( b) )和 3) 树状拓扑结构多体系统(见图 1( c) ) , 而任意一种多体系统可由上

述三种基本多体元素组合而成# 因此在这里我们考虑的多体系统为图 1所示,而研究的结果

适合于任何的多体系统# 

( a)                ( b)                ( c)

图 1 多拓扑结构多挠体系统

设 w( r , t ) 是挠性体 8 = E
N

n= 1
8n在r 处、t时刻的响应(位移) ,其中 8n ( n = 1, 2, ,, N) 为

第 n个挠性体# 由于系统的动能 T 和势能V 分别为:

  T =
1
2Q8

( ÛwTMÛw + ÛwTGw)d 8 , V = Q8
w

TKwd 8 ,

其中M 为质量算子,M = R( r) I, R( r ) 为挠性体 8 的密度分布函数, I为单位算子;G为陀螺部

件或陀螺分布[ 2] 相关的陀螺算子[ 3, 4]
(又称角动量储存算子) ;K为刚度微分算子# 

系统在非有势力下所做的虚功为

  DA = Q8
(DÛw)TDwd 8 + Q8

(Fw) TDwd 8 ,

其中 f D = DÛw , f CD = Fw分别为阻尼力(如挠性体内部结构阻尼、外部比例阻尼等) 和约束阻

尼力[ 4]
;而 D、F 分别为阻尼算子和约束阻尼算子# 

由广义 Hamilton积分_变分原理
[ 5]

,并考虑到挠性体 8 受控制力f ( r , t ) 的作用,可推得多

拓扑结构多挠体动力学分布参数控制系统模型:

  M &w( r , t ) + (D + G) Ûw( r , t ) + (K+ F) w( r , t ) = f ( r , t )# (1)
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系统( 1)的边界条件为

  Lw( r , t ) = 0   r I 5 8 , (2)

其中 L为适当的微分算子, 5 8 为多挠体 8 的边界# 

取Hilbert状态空间

  L
2
( 8 ) = w( r , t ) Q8

| w( r , t ) |
2
d 8 < ] , w( r , t ) 满足边界条件(2) ,

其上内积和范数控制按通常 L
2
( 8 ) 内积和范数所定义# 

下面给出Hilbert空间 L
2
( 8 ) 上挠性结构系统(1) 中算子满足的一些假设条件,而这些假

设均为挠性体系统构形特征, 与实际工程背景基本相符,不失一般性# 

设在Hilbert空间 L
2
( 8) 中,质量算子M为自伴正定算子,其定义域为全空间 L

2
( 8) ;刚度

微分算子 K是自伴正定闭稠定算子,且其具有紧预解算子, 0 I Q(K) (算子K的预解集或称正

则集) ;阻尼算子D为伴正定算子,陀螺算子 G和约束阻尼算子F均为反自伴算子,且其定义域

Dom( D) , Dom( G) , Dom( F) 均包含 Dom( K1/ 2)# 

假设系统( 1)的控制器敏感器分别为点控制器和点观测器, 即 p 个点控制器分别置于 c1,

c2, ,, cp处, q 个点观测器分别置于 s1, s2, ,, sq处,控制力 f ( r, t ) 和输出分量 yk( t ) ( k = 1, 2,

,, q ) 分别为:

  f ( r , t ) = E
p

k= 1

D( r - ck) uk( t ) , yk( t ) =
w( sk , t )   对位移敏感器,

Ûw( sk , t )   对速度敏感器# 
(3)

其中 uk( t ) 为第 k 个输入分量# 上述假设给出了挠性结构控制器和观测器的空间配置结构,

与分布式控制器和观测器比较,其易于实现# 

由于算子M 的非奇异性,令 u( r, t ) = M1/ 2
w( r, t ) ,代入(1) 式, 经整理得

  &u ( r , t ) + (M
- 1/ 2

DM
- 1/ 2

+ M
- 1/ 2

GM
- 1/ 2

) Ûu ( r, t ) + (M
- 1/ 2

KM
- 1/ 2

+

      M
- 1/ 2

FM
- 1/ 2

) u( r , t ) = M
- 1/ 2

f ( r , t ) ,

根据上述算子假设, 这里 Dc = M- 1/ 2DM- 1/ 2, Gc = M- 1/ 2GM- 1/ 2, Kc = M- 1/ 2KM- 1/ 2, Fc =

M- 1/ 2FM- 1/ 2分别与 D, G,K, F具有相同的算子性质# 为方便计,仍将它们记为原来的算子符

号# 同样,将 f c( r , t ) = M
- 1/ 2

f ( r, t ) 仍记为 f ( r, t ) ,则有

  &u ( r , t ) + (D+ G) Ûu ( r , t ) + (K+ F) u( r , t ) = f ( r , t )# (4)

再设 z1 = K1/ 2
u, z2 = Ûu ,新的状态变量记为 z = ( z

T
1, z

T
2)

T
;进一步,根据上述状态变量代

换,引进/能量范数0空间, 记作H E = L
2
( 8 ) @ L

2
( 8 ) ,其上/能量内积0和/能量范数0分别定

义为

  3x, y4E = 3x1, y14L 2( 8 ) + 3x2, y 24L2( 8)   +x +E = 3x, x41/ 2
E , (5)

其中 x = ( x
T
1, x

T
2)

T I H E, y = ( y
T
1, y

T
2)

T I HE# 在上述内积之下, H E成为一Hilbert空间# 

下面将在 HE 中考虑问题# 

定义输入空间 U = C
p
,输出空间 Y = C

q
,从而挠性结构系统二阶发展方程(1) 与下述一

阶形式等价,即受控挠性结构系统的状态方程为

  Ûz = Az + Bu, (6)

  y = Cz , (7)

其中 u( t ) I L
2
( [ 0, T ] : U) , y ( t ) I L

2
( [ 0, T ] : Y) , z I H E; 并且 A = A1+ A2; D( A) y H E,

B : U y W @ W, C: D( C) y Y,这里 W = H
- ( n/ 2)- E

( 8) 是 Sobolev空间[ 6]
, n为 8 的维数, E>
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0, 而

  A1 =
0 K1/ 2

- K1/ 2
- D- G

, A2 =
0 0

- FK
- 1/ 2

0
,

  B =
0 , 0

D( r - c1) , D( r - cp)
, u =

u1( t )

s

up( t )

, C =

C1

s

Cq

,

  Ckz =
K

1/ 2
M

1/ 2
w( sk , t )   对位移敏感器

M1/ 2Ûw( sk , t )     对速度敏感器
 k = 1, 2, ,, q# 

引理 111  算子 A = A1+ A2具有紧预解算子# 

证明  首先证明 A1具有紧预解算子# 为此对 A1作如下分解

  A1 = A11+ A12, A11 =
0 K1/ 2

- K1/ 2 0
, A12 =

0 0

0 - D- G
# 

根据算子假设,存在 K0> 0,使得( K0I- K)
- 1
为紧算子, 可见 K0 I Q( A11) ,且R( K0, A11) = ( K0I

- A11)
- 1是紧算子; 由预解方程容易得到 R( K0, A1) = R( K0, A11) [ I+ A12R( K0, A1) ] ; 由于

Dom( D+ G) = Dom( K1/ 2
) ,所以 A12R( K0, A1) 是有界算子,故R( K0, A1) 是紧算子, 即 A1具有

紧预解算子# 

类似上面的证明, 同理可知 A = A1 + A2 具有紧预解算子 # 这是因为 Dom( F) =

Dom( K
1/ 2

) , K
- 1/ 2
是紧算子,所以 FK

- 1/ 2
是紧算子,从而 A2是紧算子,当然是有界的;这样对 A

= A1+ A2而言,算子 A是算子A1的一个有界扰动,由于 A1 具有紧预解算子,那么 A同样具

有紧预解算子, 类似的证明可参见文献[ 7] 的附录 A. 1# 证毕# 

下面进行系统的模态谱分析# 考虑系统( 6)及其共轭系统的本征值问题

  AUk( r ) = KkUk ( r )  Uk( r ) I H E, A
* Wk( r ) = LkWk( r )  Wk ( r ) I HE# (8)

为简单计, 总假设特征值重数为1,否则可类似讨论# 

引理 112  对本征值问题( 8) ,则有

1) ¹ A的本征值集合 Kk 可作排列: 0 < | K1 | < | K2 | < ,, lim
k y ]

| Kk | = ] ; º 本征向

量集合 Uk( r) 构成 Hilbert空间H E 上一完全正交基# 

2) ¹ 共轭本征值集合 Lk = Kk ; º 若经排列使得 Kk = �Lk ,则本征向量具有下述正

交关系; 3Wi ( r) , Uj ( r )4E = Dij ,3Wi ( r ) , AUj ( r )4 = KjDij# 

证明  本引理的证明可利用引理 111的结论并根据 Riesz_Schauder 关于紧算子的谱理

论
[ 8]

,容易获证# 

根据算子 A的结构和状态Hilbert空间H E的内积的定义(5) 及算子D的正定性,不难验证

Re3A1x, x4E = - 3Dx2, x24L
2
( 8 ) ,其中 x = ( x

T
1, x

T
2)

T I H E;可知 A1是H E上的耗散算子,再由

本文关于算子定义域的假设知 A1的稠定性是显然的,由于 A1 具有紧预解算子, 故存在 K0 >

0, 使得算子 K0I- A1的值域是全空间HE,根据算子半群理论
[ 9] 中的Lumer_Phillips定理知, A1

生成压缩强连续半群;再由 A2 的有界性知, A = A1+ A2是 HE上一强连续半群 T( t ) ( t \0)

的无穷小生成元,结合引理 112, 将得到
定理 111  挠性空间结构系统( 6)存在唯一解

  z( r , t ) = T( t ) z( r , 0) + Q
t

0
T ( t - S) Bu ( S)dS, (9)
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且上述解中 A 生成的半群算子T( t ) 可按系统的本征函数展开唯一描述:

  T ( t ) h = E
]

k= - ]
eKkt3Wk( r ) , h4E Uk( r )   t \ 0, h I H E# (10)

证明  由引理 112知,算子 A 的本征值共轭成对出现, 进而可如下排列, , ,, K- 2, K- 1,

K1, K2, ,,其中 K- k = �Kk , k = 1, 2, ,# 根据本征函数 Uk ( r )
]
k= - ] 的完全性,将状态方程(6)

的解 z( r , t ) 按本征函数展开: z( r , t ) = E
]

k= - ]
ak( t ) Uk( r) ,并将其代入原状态方程(6) 中可得

  E
]

k= - ]
Ûak ( t ) Uk( r ) = E

]

k= - ]
ak( t ) KkUk( r ) + Bu# 

上式两边分别同共轭本征向量 Wk( r) 作内积,并利用正交性得

  Ûak ( t ) = Kkak( t ) + 3Wk( r ) , Bu4E, ak(0) = 3Wk( r) , z( r , 0)4E# 

解上常微分方程有:

  ak ( t ) = e
K
k
t
ak(0) + Q

t

0
e
K
k
( t- S)3Wk ( r ) , Bu4EdS,

并将其代入 z( r , t ) 按本征函数展开式得

  z( r , t ) = E
]

k= - ]
eKkt3Wk( r) , z( r , 0)4EUk( r ) +

Q
t

0
E
]

k= - ]
e
K
k
( t- S)3Wk( r ) , Bu( S)4E Uk( r )dS# 

与解的形式( 9)比较, 得解算子半群T ( t ) 具有(10) 式# 证毕# 

2  系统的可控性、可观性和稳定性

有了上面的准备工作,下面即可深入研究系统的动力学特性# 

考虑挠性结构系统状态方程( 6)、( 7) , 可以看出, 控制算子 B和观测算子C均为无界算子,

按常规技巧[ 10]
,将状态空间扩大到 �W = Z = H

- ( n/ 2)- E
( 8 ) ,缩小到W = Z = H

- ( n/ 2)+ E
( 8) ,

此时可视算子 B和 C为有界算子一样讨论可控性和可观性# 

由于无穷维分布参数系统精确可控性是指系统可达集等于全空间,对于一般的系统,精确

可控是不可能的# 因此, 在这里,我们研究系统的近似可控性;类似地,研究系统近似可观性# 

定义 211  挠性结构系统( 6)在 [ 0, T ] 上近似可控, 是指若对任意 zd I H E和 D> 0,存在

u( t ) I L
2
( [ 0, T ] : U) ,使得 +z( r , T ) - zd +E < D# 

引理 211[ 10]  系统 ( 6) 在 [ 0, T ] 上近似可控的充要条件: 对任意 t I [ 0, T ] , 若

B
* T*

( t ) g = 0, 则 g = 0# 这里 B
*
, T *

( t ) 分别为控制算子 B和半群算子T( t ) 的共轭算

子# 

设系统( 6)的本征解为 Kk , Uk( r ) 以及其共轭系统的本征解为 Lk , Wk( r ) ,且 Kk = �Lk ,

并令 Uk( r ) = ( Gk( r ) , Fk( r ) )
T
, Wk ( r ) = ( G*

k ( r ) , F
*
k ( r ) )

T
; Uk = ( Gk( s1) , Gk ( s2) , ,,

Gk( sq ) )
T
, Vk = (F*

k ( c1) , F
*
k ( c2) , ,, F*

k ( cp ) )
T
, 则

定理 211  系统( 6)在 [ 0, T ] 上近似可控的充要条件为

  Ek = ( WT
k ( c1) , W

T
k( c2) , ,, WT

k ( cp ) )
T X 0   ( k = ? 1, ? 2, ,)# (11)

证明  首先证对 k = ? 1, ? 2, ,, Vk X 0当且仅当 Ek X 0# 这是简单的,因为经过计算

可知算子 A的共轭算子
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  A
*
=

0 - K
- 1/ 2

+ K
- 1/ 2

F

K
1/ 2

- D+ G
,

对共轭本征值问题 A
* Wk( r ) = LkWk( r ) 展开,容易证明 Vk X 0当且仅当 Ek X 0# 

以下计算算子 B
*
T

*
( t ) 的表达式# 根据控制算子 B的形式,易知其共轭算子 B

*
: W @

W y U, B
*
f = Q8

B
T
f ( r )d 8 = ( f

T
2( c1) , f

T
2 ( c2) , ,, f

T
2 ( cp ) )

T
,其中 f ( r ) = ( f

T
1 ( r ) , f

T
2( r ) )

T
,故

B
* Wk( r ) = ( F*

k ( c1) , F
*
k ( c2) , ,, F*

k ( cp ) )
T
= Vk# 再由算子半群 T ( t ) 的表达式(10) 并根

据共轭算子的定义不难求得其共轭半群算子T
*
( t ) g = E

]

k= - ]
e
�K
k
t3Uk( r ) , g4E Wk( r ) , 其中 g I

H E# 由此便得到

  B
* T *

( t ) g = E
]

k= - ]
e�Kk t3Uk( r ) , g4Vk# (12)

下面即可证明可控的充要条件# 

必要性证明:若系统近似可控,而假设对某正整数 k 0, 使得 Ek
0
= 0, 则有 Vk

0
= 0# 此时在

(12) 式中令 g = Wk
0
( r ) , 得 B

*
T

*
( t ) g = e

�K
k
0

t
Vk

0
= 0;从而由引理211知, g = Wk

0
( r ) = 0,此

与 Wk
0
( r ) 为相应于本征值 Lk

0
的本征函数矛盾,故有 Ek X 0, k = ? 1, ? 2, ,# 

充分性证明:用反证法# 假设系统不是近似可控的,依定义,存在 g X 0,使得

  B
* T *

( t ) g = E
]

k= - ]
e�Kk t3Uk( r ) , g4E Vk = 0# 

对于共轭算子半群T*
( t ) ,其无穷小生成元为 A

*
,依半群理论中 Hille_Yosida 定理[ 9] 知,

存在 L0 > 0,使得当ReL> L0时, L I Q( A*
) (共轭算子 A

* 的正则集) ;由算子半群的逆表达

式知,对任意ReL> L0 都有

  R( L, A*
) g = ( LI - A

*
)
- 1
g = Q

]

0
e- LtT *

( t ) gdt =

      E
]

k= - ]

3Uk( r ) , g4E

- L+ �Kk
Wk( r)# 

上预解表示式对任意 LX- �Kk都是连续成立的,且除去一阶极点 LX- �Kk外,其定义了一个解

析函数;而

  0 = Q
]

0
e
- Lt

B
*

T
*
( t ) gd t = B

*
R( L, A

*
) g =

E
]

k= - ]

3Uk( r ) , g4E

- L+ �Kk
B

* Wk( r )# 

令 #i 是以�Ki为中心、半径为 Ei的小圆 L | L- �Ki | [ Ei , 以使得 | �Ki - �Kj | > Ei ( j X i ) ,即

�Kj ( j X i ) 点均落在 #i 圆外# 根据解析函数连续性,由 Cauchy 积分公式得

  1
2P iQ#

i

E
]

k= - ]

3Uk ( r ) , g4E

- L+ �Kk
VkdL= 3Ui ( r ) , g4EVi = 0,

由于 Ei X 0亦即 Vi X 0,故必有3Ui ( r ) , g4E = 0;同理对任意 k = ? 1, ? 2, ,,3Uk( r) , g4E =

0# 根据本征向量集 Uk( r ) 是Hilbert空间H E中的完全正交基知 g S 0,此与 g X 0矛盾,故

系统(6) 必是近似可控的# 定理到此证毕# 

可控性和可观性是两个对偶命题, 下面讨论系统( 6)、( 7)的近似可观性# 
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定义 212  系统( 6)、( 7)在 [ 0, T ] 上近似可观是指对任意 t I [ 0, T ] , 若 CT ( t ) z 0 = 0,则

z 0 = 0# 

定理 212  系统( 6)、( 7)在 [ 0, T ] 上近似可观的充要条件是

  Pk = ( UT
k( s 1) , U

T
k ( s2) , ,, UT

k( sq) )
T X 0   ( k = ? 1, ? 2, ,)# (13)

证明  首先类似上一定理的证明易知, Pk X 0 当且仅当 Uk = ( Gk( s1) , Gk ( s2) , ,,

Gk( sq ) )
T X 0# 以下计算 CT( t ) h, h I H E# 

根据输出算子 C的定义及其表达式得其分量算子

  C lUk ( r ) =
Gk( sl )    对位移敏感器

KkGk ( sl )   对速度敏感器
 l = 1, 2, ,, q ,

从而 CUk( r ) = Jk( Gk ( s1) , Gk( s 2) , ,, Gk ( sq ) )
T
= JkUk# 这里

  Jk =

Ak1

w
Akq

, Akl =
1 第 l 个敏感器为位移敏感器,

Kk   第 l 个敏感器为速度敏感器# 

可见矩阵 Jk 是非奇异的,结合半群算子T ( t ) 的表达式得

  CT( t ) h = E
]

k= - ]
eKkt3Wk ( r ) , h4EJkUk# (14)

正像定理 211利用( 12)式进行可控性充要条件证明一样, 这里同样利用上述( 14)式可类

似证明可观性的充要条件是 Pk X 0, k = ? 1, ? 2, ,# 定理获证# 

定理 211和定理 212互为对偶命题, 它们分别揭示了系统近似可控、近似可观的充要条

件# 由( 11)、( 13)式知,若点控制器和点观测器的配置点 c1, c2, ,, cp 和 s1, s2, ,, sq 分别与挠

性空间结构系统(6) 的模态零点及其共轭系统的模态零点至少有一个不重合时, 那么系统就

分别是近似可控、近似可观的# 可控性和可观性是挠性系统的基本结构特征,如果系统没有

近似可控、近似可观性,那么对挠性空间结构实施控制就无从谈起# 

稳定性亦是挠性结构系统的一个最基本的结构特性, 下面对其加以研究# 考虑不受外力

作用的挠性结构系统# 

  M &w( r , t ) + (D + G) Ûw( r , t ) + (K+ F) w( r , t ) = 0# (15)

上述二阶发展方程描述的系统与下述一阶发展方程描述的系统等价

  Ûz = Az = A1 z + A2 z , (16)

其中   A1 =
0 K1/ 2

- K1/ 2 - ( D + G)
, A2 =

0 0

- FK- 1/ 2 0
# 

定义 213  系统( 15)或( 16)是渐近稳定的(相应于受控系统( 1)或( 6)是开环渐近稳定的)

是指对任意 z0 I H E, +T ( t ) z 0 +E y 0, t y ] ;而指数渐近稳定性是指存在常数 M0 > 0, B0>

0, 使得 +T( t ) +E [ M 0e
- B

0
t
, t \ 0# 

先讨论无约束阻尼系统的稳定性# 此时,约束阻尼算子F = 0即 A2= 0的情形,算子半群

T( t ) 的无穷小生成元为 A = A1# 

由于算子 K- 1的紧性,从而 K- 1/ 2是紧算子;又因为 D的自伴性和 G反自伴性及 Dom( D)、

Dom( G)均包含 Dom( K1/ 2) ,易知 DK- 1/ 2、iGK- 1/ 2均为有界算子, 即( D+ G) K- 1/ 2 I B( L
2
( 8) ) ,

不妨令 Q= +(D + G)K- 1/ 2 +E; 又依阻尼算子的正定性知存在常数 A> 0, 使得当 z I

Dom( D) , 3Dz, z4 \ A3z, z4,取正常数 L,满足 L< min A, 4A[ ( Q+ AK- 1/ 2
0 )

2
+ 4] - 1

,则 N0 =
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1
2
( A- L)- 1/ 2 L1/ 2

( Q+ LK- 1/ 2
0 ) < 1;这里 K0 = inf K, K I R(K) , R(K) 为算子K的谱集,同时

A= inf K, K I R(D) # 构造有界线性算子 P及其逆算子P
- 1

  P =
I 0

- LK- 1/ 2 I
I B (H E) , P

- 1
=

I 0

LK- 1/ 2 I
I B (H E)# 

令 AP = P
- 1
A1P,经计算可得

  KI- AP =
( L+ K) I - K1/ 2

K1/ 2
+ L[ LI - ( D+ G) ]K- 1/ 2 KI + ( D+ G) - LI

,

取 K= S+ i X, S> 0, 及 G0使得0 < G0< 1- N0,则对任意 z = ( z
T
1, z

T
2)

T I H E, z1 I L
2
( 8) ,

z2 I Dom(K1/ 2
) ,经计算不难知道, 存在 L0 = min G0 L, G0( A- L) > 0,使得下述估计式成立

(参考文献[ 11] 中的证明)

  Re3( KI- AP ) z, z4E = ( S+ L) +z1 +2
+ LRe3[ LI - ( D+ G)K

- 1/ 2
] z1, z24+

      S+z2 +2
+ Re3(D+ G) z2, z24 \

      ( S+ G0L) +z1 +2
+ [ S+ G0( A- L) ] +z2 +2 \ ( S+ L0) +z +2

E# 

根据上不等式知 +( KI - AP )
- 1 +E [ 1/ (ReK+ L0) ; 由算子半群Hille_Yosida定理知,算子

AP 生成的半群 etAP 满足 +etAP +E [ e- L
0
t# 由半群性质可作推导:T ( t ) = etA1 = etPAPP

- 1

=

P etAPP- 1
,故 +T ( t ) +E [ +P +E +etAP +E +P

- 1 +E [ M0e
- L

0
t
,由此可得下述稳定性定理# 

定理 213  不含约束阻尼的挠性结构系统( 15)或( 16) (此时F = 0即 A2 = 0) 是指数渐近

稳定的,相应于(1) 或(6) 的受控系统具有开环指数渐近稳定性# 

继而,我们再考虑含约束阻尼的系统稳定性# 此时约束阻尼算子F X 0即 A2 X 0,同样由

于Dom( F) = Dom( K1/ 2
) ,由 F的反自伴性和K- 1/ 2的紧性知算子 FK- 1/ 2和 A2是紧算子# 

引理 212  对任意给定 D> 0,存在常数 B0 > 0,使得算子 A = A1+ A2在半平面ReK\-

B0+ D内的谱点仅由有限个孤立本征值构成# 

证明  现记 A1生成的半群为S( t ) , A = A1+ A2生成的半群为T ( t )# 由于 A2为紧算子,

根据算子半群扰动理论[ 12] 知

  T ( t ) = S( t ) + S0( t )   t \ 0, (17)

这里当 t > 0时, S0( t ) 也是紧算子# 

根据定理 213, +S( t ) + [ M0e
- L

0
t
;由Hille_Yosida定理知当ReK> - L0时, KI Q( A1)# 

应用半群算子S( t ) 与生成元 A1间的谱映象理论
[ 12] 得,对给定的 t0 > 0,存在 B0, 0 < B0 < 1,

使得半群 S( t ) 当 t \ t0时的谱集合包含在圆 | K| [ B0内,由第一节系统的谱分析易知,算子

A1 的谱集 R( A1) 是由可数个孤立本征值构成,由(11) 得知, A = A1+ A2生成的半群T ( t ) 的

谱 R(T ( t ) ) 位于圆 K: | K| [ e- L
0
+ D 外部分仅有有限个孤立本征值; 再利用谱映象理论知,

本引理结构成立,证毕# 

由引理112知算子 A = A1+ A2 的本征值共轭成对出现,不妨假设算子 A 在半平面 ReK

\0上的本征值为 N- m , N- m+ 1, ,, N- 1, N1, ,, Nm- 1, Nm ;再设 #j是以Nj 为圆心的小圆,圆内不含

A 的其它谱点,即取 Ej 足够小使得 | Ni - Nj | > Ej , i , j = ? 1, ? 2, ,, ? m, i X j# 则算子

  Q j =
1

2PiQ#
j

( KI- A1- A2)
- 1dK  ( j = ? 1, ? 2, ,, ? m)

是相应于 Nj 的根子空间 0j 的投影算子# 根据文献[ 12] 知
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  T ( t )Q j z = eNjt E
k

f k( z ) pk ( t ) Uk( r ) ,

其中 k 是特征值Nj 的重数, f k(#) 为有界线性泛函, pk( t ) 为 t的多项式, Uk( r) 是 0j 中本征向

量空间的基# 由于本文假设本征值重数为 1(否则可类似讨论) ,故

  T ( t )Q j z = eNjtf j ( z) pj ( t ) Uj ( r )   ( j = ? 1, ? 2, ,, ? m)# 

参考文[ 13] ,不难证明:

定理 214  含约束阻尼的挠性结构系统( 15)或( 16)及相应受控系统( 1)或( 6)的开环系统

具有下述渐近特征:

  z( r , t ) - E
m

j= - m

eNj tf j ( z0) pj ( t ) Uj ( r) E y 0   t y ] , (18)

其中 z( r , t ) 是系统的解, z0为初值# 

定理 213说明, 挠性结构系统的(指数)渐近稳定性取决于系统是否有阻尼;只要系统有阻

尼,则在适当条件下(主要地, D是正定的) ,系统是指数渐近稳定的# 

而定理214则揭示了,若挠性结构系统具有约束阻尼,那么挠性结构分布参数系统除有限

个模态(本征)运动不稳定外, 其余模态(本征)运动都是指数渐近稳定的(见( 18)式) ;约束阻尼

对系统的稳定性有着重要影响;当耦合控制器后,适当配置极点, 可使整个系统(指数)渐近稳

定# 

3  例 题分 析

本节将应用第 1、2节推得的结论, 研究具有结构阻尼悬臂梁振动的可控性、可观性和稳定

性# 

设悬臂梁是均匀、具有/渐近频率阻尼0 [ 14]的 Euler_Bernoulli梁模型,其纵向弹性振动方程

为

  Qa
52
w ( r , t )

5t 2 - 2N EIQa
53
w( r , t )

5 r25 t
+ EI

54
w ( r , t )

5r 4 = F( r , t ) , (19)

其中 N为阻尼系数,其它参数意义如常, F ( r , t ) 为控制力# 其边界条件为

  
w (0, t ) = wc(0, t ) = 0,

- EIwÊ ( l , t ) + 2N QaEI Ûwc( l , t ) = 0   EIwd( l , t ) = 0# 
(20)

为简单起见,令 C= Qa/ EI , A= - N Qa/ EI ,则 A= - N C# 定义如下算子:

  Mw = Cw , Dw = 2A52
w /5 r2

, Kw = 54
w / 5r4

, (21)

且[ 14]Dom( D) = Dom(K1/ 2) = w | w I H
2
(0, l ) , w (0) = wc( 0) = 0, wc( l ) = 0 , Dom( K) =

w | w I H
4
(0, l ) , w (0) = wc(0) = 0, wd( l ) = w Ê ( l ) = 0 ,这里H

m
(0, l ) ( m > 0) 为(0, l )

上的 m阶Sobolev空间# 据此,容易证明K是自伴正定算子,且其逆K- 1是紧算子; D= 2AK1/ 2
,

易验证存在常数 M> 0,使得3Dw , w4 \ M3w , w4,即 D亦是正定算子# 

设悬臂梁采取点控制、点观测器模式,则其状态方程可写为

  Ûz = Az + Bu, y = Cz , (22)

这里方程( 22)的意义与( 6)、( 7)相同, 其中

  A =
-

1
C

D -
1
C

K

I 0

# 

11 系统的解
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可以解出系统的模态解即算子 A 的本征值和本征向量分别为:

  K? i = (- N? N2 - 1) +1/ 2
i / C, U? i ( r ) = ( K? iFi ( r ) , Fi ( r ) )

T

( i = 1, 2, ,) (23)

其中

  

+i = ( Bi / l )
4
, coshBicosBi + 1 = 0,

Fi ( r ) = cosh( Bir / l ) - cos( Bir / l ) - d i [ sinh( Bir / l ) - sin( Bir / l ) ] / l ,

d i = ( coshBi + cosBi ) / ( sinhBi + sinBi )# 

(24)

而共轭(伴随)系统本征解即算子 A
* 的本征值和本征向量分别为

  L? i = �K? i , W? i ( r) = (�K? iFi ( r ) , +
1/ 2
i Fi ( r ) )

T   ( i = 1, 2, ,) , (25)

由K
- 1
的紧性,故 Fi ( r)

]
i = 1构成 L

2
(0, l ) 中的完全正交基, 从而 U? i ( r )

]
i = 1和 W? i ( r )

]
i= 1

均构成状态空间上的完全正交基 # 由定理 111知, 系统存在唯一解, 且具有解的形式(9)、

(10)# 

21 可控性和可观性
考虑到系统的特征值重数为 1,故由定理 211和定理 212知, 若

  ( Fi ( c1) , Fi ( c2) , ,, Fi ( cp) )
T X 0, ( Fi ( s 1) , Fi ( s2) , ,, Fi ( sq) )

T X 0

( i = 1, 2, ,) , (26)

则系统( 22)是近似可控和近似可观的; 其中 Fi ( r ) 见(24) 式# 

31 稳定性
由于阻尼算子 D的正定性, 由定理 213知, 相应于受控系统( 19)、( 22)是开环指数渐近稳

定的# 

4  结   论

本文重点研究了多拓扑结构多挠体分布参数系统的可控性、可观性和稳定性等挠性结构

特征# 研究表明,对于具有阻尼、陀螺部件和约束阻尼的挠性体系统,

1) 系统具有唯一解的重要条件是刚度微分算子( K)的预解算子 ( KI- K)- 1具有紧性# 而

工程实际中遇到的大多数微分算子,如挠性梁、板、膜等的主算子都是这种类型的算子[ 15]# 

2) 系统具有近似可控性、近似可观性的充要条件归结为点控制器、点观测量的配置结

构# 只要配置点与挠性系统及其共轭系统的模态零点不重合,那么系统就是近似可控、近似

可观的# 

3) 约束阻尼对系统的稳定性有着重要影响# 不含约束阻尼的系统的(指数)渐近稳定性

取决于系统存在阻尼, 且在适当条件下(主要地, 阻尼是正定的) , 系统是指数渐近稳定的;

具有约束阻尼的系统除有限个模态本征运动不稳定外, 其余模态本征运动都是(指数)渐近稳

定的# 
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Study on Dynamics, Stability and Control of Multi_Body

Flexible Structure System in Functional Space

XU Jian_guo1,  JIA Jun_guo2

( 11Depar tm ent of Informa tion Science and Engin eer in g , Foshan Univer sity ,

Foshan , Guan gdong 528000, P R China ;

21Depar tm en t of Ma them atics and Mechanics , Zheng zhou Univer sity of Techn ology ,

Zhen gzhou 450002, P R China )

Abstract: The dynamics, stability and control problem of a kind of infinite dimensional system are

studied in the functional space with the method of modern mathematics. First, the dynamical control

model of the distributed paramater system with multi_body flexible and milti_topological structure was

established which has damping, gyroscopic parts and constrained damping. Secondly, the necessary

and sufficient condition of controllability and observability, the stability theory and asymptotic proper-

ty of the system were obtained. These results expand the theory of the field about the dynmaics and

control of the system with multi_body flexible structure, and have important engineering significance.
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