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摘要:  得到了从度量空间 X (不必是完备的) 到 X 的非空有界子集族 B(X ) 的集值映射的一些不

动点,其结果推广了一些已有的结论# 
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引   言

Nadler[ 1]开创了完备度量空间中多值映射不动点定理的研究# 此后, Reich [ 2] , Khan[ 3] ,

Kaulgud和Pai
[ 4]
, Fisher

[ 5~ 8]
, Rhoades 等

[ 9]
和 Rhoadas

[ 10, 11]
, 等建立了一系列集值和多值映值的

不动点定理# 

Fisher
[ 7]
利用一种全新的证明方法建立了一个新的不动点定理# Imdad[ 12]用类似的方法,

部分推广了Delbosco[ 13]关于集值映射的不动点定理# 

另一方面, Kiventidis[ 14]得到了完备度量空间中自身映射T 的不动点定理# 之后, Ray[ 15]和

Rhoades等[ 16]把这一结果推广到三个映射的情形# 

值得注意的是, 以上所有结果都要求映射中至少有一个是连续的并且空间是完备的# 

近来, 非线性混合收缩映射,即包含单值和集值的收缩型映射已经由Mulkherjee[ 17] , Naim-

pally, Singh和Whitfield[ 18]等进行了研究# 

本文证明了集值和单值映射的一个不动点定理, 这个定理推广了文献中的早期结果# 我

们强调指出,我们的定理不要求映射的连续性,也不要求空间 ( X , d) 的完备性# 

1  预 备知 识

设 ( X , d) 为度量空间, B( X ) 为 X 的所有非空有界子集组成的集合# 按[ 6] 和[ 9] ,我们

给出一些基本的预备知识# 对 B( X ) 中所有的 A、B 和X 中所有的x ,函数 D: B( X ) @ B( X )

y [ 0, ] ) 和 D: X @ B( X ) y [ 0, ] ) 定义如下: D( A , B) = sup d( a, b) : a I A , b I B ,

D( x , A ) = inf d ( x , a) : a I A # 如果 A 由一个点a 组成,我们记 D( A , B) = D( a, B)# 如

果 B 也是由一个点 b 组成,则 D( A , B ) = d( a, b)# 容易看出, 对 B( X ) 中所有的 A、B、C 和

X 中所有的x 有D( A , A ) = diamA, D( x , A) [ D( x , A) , D( A , B) = D( B, A) , D( A , B) [ D( A ,
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C ) + D( C , B) 以及由 D( A , B ) = 0可推出 A = B = a # 

如果 x I Fx 则称集值映射 F 有一个不动点 x I X# B( X ) 中的元素列 A n 称为是收敛

到集合 A A X (即 A n y A ) ,如果

( � ) 对任一 a I A,存在序列 an 使得an y a ,其中对一切 n \ 1有 an I An ;

( � ) 对任意 E > 0, 存在一个 N 使得对一切 n \ N 有 A n A AE, 其中 AE =

x I X : v a I A 使得d( a, x ) < E # 

2  主 要结 果

定理  设A和 B是 X 到B( X ) 的映射, S 和T 是 X 自身的映射满足

  A( X ) A T ( X ) , B( X ) A S( X )# (1)

对 X 中所有的x 和 y ,

  D(Ax , By ) [ M( x , y ) - w ( M( x , y ) ) , (2)

其中

  M ( x , y ) = max d
2
(Sx ,Ty ) , D(Sx ,Ax ) #D(Ty , By ) ,

1
2

D(Sx , By )#D(Ty , Ax ) ,
1
2
D(Sx , Ax ) #D(Ty ,Ax ) ,

1
2 D(Sx , By )#D(Ty , By )

1/ 2

# 

这里, w: R
+ y R

+
(R

+
是正实数集) 是对一切 r > 0满足0 < w ( r ) < r 的连续函数# 

  St I A t ] ASt = SA t , (3a)

  T t I Bt ] BT t = TBt ,   对某些 t I X , (3b)

  T ( X ) 是完备的# (4)

则A、B、S和T 有公共的不动点 p I X# 并且 p 是 A和 S及B和T 的满足Ap = Bp = p 的

唯一公共不动点# 

证明  因为A( X ) AT ( X ) , B( X ) A S( X ) , 所以对任意 x 0 I X , 可以求得 x 1, x 2 I X 使得

Tx 1 I Ax 0 = Z0, Sx 2 I Bx 1 = Z1等等,于是我们可以归纳定义如下序列 Zn :

  
Tx 2n+ 1 I Ax 2n = Z2n

Sx 2n+ 2 I Bx 2n+ 1 = Z2n+ 1

  ( n = 0, 1, 2, ,)# (5)

为简单起见,记

  Dn = D( Zn , Zn+ 1)# 

根据( 2) ,我们有

  D2n = D( Z2n, Z2n+ 1) = D(Ax 2n, Bx 2n+ 1) [
M( x 2n , x 2n+ 1) - w ( M ( x 2n, x 2n+ 1) ) =

max D2( Z2n- 1, Z2n) , D( Z2n- 1, Z2n) #D( Z2n, Z2n+ 1) ,

1
2
D( Z2n- 1, Z2n+ 1) #D( Z2n , Z2n) ,

1
2
D( Z2n- 1, Z2n) #D( Z2n, Z2n ) ,

1
2
D( Z2n- 1, Z2n+ 1) #D( Z2n , Z2n+ 1)

1/ 2

-
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w max D2( Z2n- 1, Z2n) , D( Z2n- 1, Z2n) #D( Z2n , Z2n+ 1) ,

1
2
D( Z2n- 1, Z2n+ 1) #D( Z2n , Z2n) ,

1
2
D( Z2n- 1, Z2n) #D( Z2n, Z2n ) ,

1
2
D( Z2n- 1, Z2n+ 1) #D( Z2n , Z2n+ 1)

1/ 2

# 

如果对任意 n 有 D2n > D2n- 1, 则

  D2n [ D2n - w ( D2n ) < D2n,

这是矛盾的,因此

  D2n [ D2n- 1- w ( D2n- 1)# 

类似地,我们有

  D2n+ 1 [ D2n - w ( D2n) ,

所以,对每个 n有

  Dn+ 1 [ Dn - w ( Dn)# 

由此得到

  E
n

i= 0

w ( Di ) [ D0- Dn- 1 [ D0,

从而级数收敛并且 l im
n y ]

w ( Dn) = 0# 

因为 Dn 是非负下降数列,所以它是收敛的# 记这个极限为 d# 假设 d > 0,则因为 w

是连续的,我们将有 lim
n y ]

w ( Dn) = w ( d) = 0,这是矛盾的# 因此 d = 0# 

令 z n是集合Zn的任一点, n = 0, 1, 2, ,# 现在我们希望证明 zn 是Cauchy序列# 假设

它不是Cauchy序列,则对任意正数 E和任意正整数k ,存在两个正整数 2mk和 2nk 使得 2mk >

2nk > k 同时E< d ( z 2m
k
, z 2n

k
) [ D( Z2m

k
, Z2n

k
)# 令2mk是满足2mk > 2nk > k , D( Z2m

k
, Z2n

k
)

> E和 D( Z2m
k
- 2, Z2n

k
) [ E的最小的偶数,则

  E< D( Z2n
k
, Z2m

k
) [ D( Z2n

k
, Z2m

k
- 2) + D2m

k
- 2+ D2m

k
- 1 [

      E+ [ D2m
k
- 2 + D2m

k
- 1]# 

上式中令 k y ] ,我们得到

  lim
k y ]

D( Z2m
k
, Z2n

k
) = E# (6)

利用三角不等式,我们有

  | D( Z2m
k
, Z 2n

k
+ 1) - D( Z2m

k
, Z2n

k
) | [ D2n

k
,

  | D( Z2m
k
+ 1, Z2n

k
+ 1) - D( Z2m

k
, Z2n

k
+ 1) | [ D2m

k
,

和    | D( Z2m
k
+ 1, Z2n

k
+ 2) - D( Z2m

k
+ 1, Z2n

k
+ 1) | [ D2n

k
+ 1# 

由( 6)和上面的不等式,我们有

  E= lim
k y ]

D( Z2m
k
, Z2n

k
+ 1) = lim

k y ]
D( Z2m

k
+ 1, Z2n

k
+ 1) =

      lim
k y ]

D( Z2m
k
+ 1, Z 2n

k
+ 2)# 

根据( 2) ,我们有

  D( Z2m
k
+ 1, Z2n

k
+ 2) = D(Ax 2m

k
+ 1, Bx2n

k
+ 2) [
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      M( x 2m
k
+ 1, x 2n

k
+ 2) - w ( M ( x 2m

k
+ 1, x 2n

k
+ 2) ) =

      max D2( Z2m
k
, Z2n

k
+ 1) , D( Z2m

k
+ 1, Z2m

k
+ 1) #D( Z2n

k
+ 1, Z2n

k
+ 2) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2n

k
+ 2) #D( Z2n

k
+ 1, Z2m

k
+ 1) ,

      1
2 D( Z2m

k
, Z2m

k
+ 1) #D( Z2m

k
+ 1, Z2n

k
+ 1) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2n

k
+ 2)#D( Z2n

k
+ 1, Z 2n

k
+ 2)

1/ 2

-

      w max D2( Z2m
k
, Z2n

k
+ 1) , D( Z2m

k
+ 1, Z2m

k
+ 1)#D( Z2n

k
+ 1, Z2n

k
+ 2) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2n

k
+ 2) #D( Z2n

k
+ 1, Z2m

k
+ 1) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2m

k
+ 1) #D( Z2m

k
+ 1, Z2n

k
+ 1) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2n

k
+ 2)#D( Z2n

k
+ 1, Z 2n

k
+ 2)

1/ 2

=

      max D2( Z2m
k
, Z2n

k
+ 1) , D( Z2m

k
#D2n

k
+ 1) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2n

k
+ 2) #D( Z2n

k
+ 1, Z2m

k
+ 1) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2m

k
+ 1) #D( Z2m

k
+ 1, Z2n

k
+ 1) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2n

k
+ 2)#D2n

k
+ 1

1/ 2

-

      w max D2( Z2m
k
, Z2n

k
+ 1) , D2m

k
#D2n

k
+ 1,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2n

k
+ 2) #D( Z2n

k
+ 1, Z2m

k
+ 1) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2m

k
+ 1) #D( Z2m

k
+ 1, Z2n

k
+ 1) ,

      1
2
D( Z2m

k
, Z2n

k
+ 2)#D2n

k
+ 1

1/ 2

# 

令 k y ] , 我们得到

  E [ E- w ( E) ,

由此有 w ( E) [ 0,这是矛盾的# 所以 zn 是一个Cauchy序列# 于是 z 2n 也是Cauchy序列

并且它属于T ( X )# 因为T( X ) 是完备的,所以 z 2n 收敛到点p = Tv ,其中 v I X# 因此 zn y

v# 利用三角不等式对 n I N有

  D( p , Bv ) [ D( p ,Ax 2n) + D(Ax 2n, Bv)# 

利用( 2) ,我们得到

  D( p , Bv ) [ D( p ,Ax 2n) + [ M( x 2n , v ) - w ( M( x 2n , v ) ) ]# (7)

因为 z2n 及它的任一子序列都收敛于 p ,所以由(7) 和 z n 的定义得到

  D( p , Bv ) [ 1

2
D( p , Bv ) ,即 p = Bv = Tv # 
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但是 B( X ) A S( X ) , 所以存在 u I X 使得 S u = Bv = Tv # 利用(2) ,我们得到

  D(Au , Bv ) [ M( u, v ) - w ( M( u, v) ) [ 1

2
D(Au, Bv) ,

因此A u = Bv# 于是

  p = Bv = Tv = Su = Au# (8)

由( 3a)和( 8) ,我们有

  Ap = AS u = SAu = Sp # 

现在,我们有

  D(Ap , Bv) [ M ( p , v ) - w ( M ( p , v ) ) [ D(Ap , p ) ,

因此Ap = p # 

类似地,由( 3b)得到 p = Bp = Tp # 因此, p 是A、B、S和T 满足 p = Ap = Bp 的一

个公共不动点# 由(2) 容易推出这个不动点是唯一的# 

如果在定理 1中取S = T,则得到下面推论:

推论 1  设A和 B是 X 到B( X ) 的映射, T 是 X 到自身中的映射满足

  A( X ) A T ( X ) 且 B( X ) A T( X ) , (9)

对 X 中的所有x , y 有

  D(Ax , By ) [ M( x , y ) - w ( M( x , y ) ) , (10)

其中

  M ( x , y ) = max d
2
(Tx ,Ty ) , D(Tx , Ax ) #D(Ty , By ) ,

1
2

D(Tx , By ) #D(Ty ,Ax ) ,
1
2
D(Tx ,Ax ) #D(Ty , Ax ) ,

1
2

D(Tx , By ) #D(Ty , By )
1/ 2

# 

这里 w : R
+ y R

+
(R

+ 是正实数集合) 是对所有 r > 0满足 0 < w( r ) < r 的连续函数# 

对任意 t I X ,

  T t I A t ] AT t = TA t , (11a)

  T t I Bt ] BT t = TBt ; ( 11b)

  T ( X ) 是完备的, (12)

则A、B和T有一个公共的不动点 p I X# 并且, p 是A、B和T的唯一公共不动点,满足条件Ap

= Bp = p # 

如果在定理 1中取A= B,则得到下述推论:

推论 2  设A是 X 到B( X ) 的映射,S 和T 是 X 到X 中的自身映射, 满足

  A( X ) A T ( X ) H S( X ) , (13)

对 X 中的一切x 和 y 有

  D(Ax , Ay ) [ M ( x , y ) - w ( M ( x , y ) ) , (14)

其中

  M ( x , y ) = max d
2
(Sx ,Ty ) , D(Sx , Ax ) #D(Ty ,Ay ) ,

1
2 D(Sx ,Ay ) #D(Ty ,Ax ) ,

1
2 D(Sx , Ax ) #D(Ty ,Ax ) ,
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1
2

D(Sx ,Ay ) #D(Ty , Ay )
1/ 2

# 

这里 w : R
+ y R

+
(R

+ 是正实数集合) 是对所有 r > 0满足 0 < w( r ) < r 的连续函数# 

对某些 t I X ,

  St I A t ] ASt = SA t , (15a)

  T t I A t ] AT t = TA t ; ( 15b)

  T ( X ) 是完备的, (16)

则A、S和T 有一个公共的不动点 p I X# 并且 p 是A、S和T 的唯一公共不动点,满足条件Ap

= p # 

如果在定理 1中取A= B和S= T,则得到如下推论:

推论 3  设A是 X 到B( X ) 的映射,T 是 X 自身的映射满足

  A( X ) A T ( X ) , (17)

对 X 中的一切x 和 y ,有

  D(Ax , Ay ) [ M ( x , y ) - w ( M ( x , y ) ) , (18)

其中

  M ( x , y ) = max d
2
(Tx ,Ty ) , D(Tx , Ax ) #D(Ty ,Ay ) ,

1
2

D(Tx , Ay )#D (Ty , Ax ) ,
1
2
D(Tx , Ax ) #D(Ty ,Ax ) ,

1
2

D(Tx , Ay )#D(Ty , Ay )
1/ 2

# 

这里 w : R
+ y R

+
(R

+ 是正实数集) 是对一切 r > 0满足 0 < w ( r ) < r 的连续函数# 

对某些 t I X ,

  T t I A t ] AT t = TA t , (19)

  T ( X ) 是完备的, (20)

则A和T 有一个公共的不动点 p I X# 并且 p 是A和T 的唯一公共不动点,满足条件Ap =

p # 

注 1 我们的定理只要求T ( x ) 是完备的, 而无须整个空间X 是完备的# 此外, 我们也没有对定理中涉及

的任一函数(A, B, S或 T) 强加连续性条件# 

注 2 对于它们的重合点处可交换[条件( 3) ]的映射对,已证明了本文的结果# 条件( 3)本质上是一种比

相容性更弱的条件,并且可以用[ 19]中的命题21 2和[ 20]中的例 21 5来验证# 

注3  我们的定理扩充、推广和改进了 Rhoades_T iwari_Singh[ 16]、Ray[ 15]、Kiventidis[ 14]和 Liu[ 21]的某些结果# 

注 4 根据以前推广到 Ai 和B i , i I N 的推论,对无限序列 A i i I N 和 B i i I N ,我们的定理仍然成立# 
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A Fixed Point Theorem for Set_Valued Mappings

Amitabh Banerjee1,  Thakur Balwant Singh2

( 11Departm ent of Mathem atics , Govt D B Gir ls P G College , Raipur ( M P ) , 492001, India ;

21Govt B H S S , Gar iaband , Dist Ra ipur ( M P ) , 493889, India )

Abstract: Fixed points for set_valued mappings from a metric space X ( not necessarily complete) into

B (X ) , the collection of nonempty bounded subsets of X are obtained. The result generalizes some

known results.

Key words: fixed point; set_valued mappings; metric space
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