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摘要:  用均值和离差两参数表征区间变量的不确定性, 根据区间运算规则, 论证了区间变量的

运算特性# 将区间分析和有限元方法相结合, 提出了非概率不确定结构的一种区间有限元分析

方法# 将区间有限元静力控制方程中 n 自由度不确定位移场特征参数的求解归结为求解一 2n 阶

线性方程组# 实例分析表明文中方法是有效和可行的# 
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引   言

在结构的分析和设计中, 需要合理地定量处理对结构响应和性能起支配作用的各种参量

所存在的不可避免的不确定性# 概率理论在此领域曾发挥了重要作用# 得到了较为成功的应

用# 随机有限元方法[ 1]
成为不确定结构计算的最为普遍的方法# 但概率模型的应用需要较多

的数据信息描述参数的概率分布, 且通常计算量较大# 而概率数据的小误差可能导致结构的

概率计算出现较大误差[ 2, 3]# 因而,概率模型在统计数据较少或计算模型不够精确时, 不是一

种理想的模型# 作为一种选择, Ben_Haim 和 Elshakoff[ 3~ 6]等提出了一种非概率的凸集模型或

反优化模型# 它将不确定参量视为有界的,将其包含在一凸集合中,通过集合运算和优化计

算,求解结构响应所在范围# 类似思想被一些学者用于不确定结构的区间分析[ 7, 8, 9]# 当结构

的不确定参量可用区间限界时,将区间模型和传统的有限元方法相结合,可建立起区间有限元

方法# 区间形式的控制方程组的求解是其核心问题# 本文根据区间运算规则,论证了区间变

量的运算特性, 提出了不确定结构的一种静力区间有限元解法# 

1  区间变量的运算特性

若结构的不确定参量 �p 在某区间内变化,其上、下界分别为 p
u
、p

l
, 则�p I P

I
= [ p

l
, p

u
] 称

为区间变量# 令

  p
c
= ( p

u
+ p

l
) / 2, p

r
= ( p

u
- p

l
) / 2, (1)

则有
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  p
l
= p

c
- p

r
, p

u
= p

c
+ p

r
, (2)

且区间 P
I和变量 �p 可分别表示为

  P
I
= p

c
+ p

r$I, �p = p
c
+ p

rD, (3)

其中, $
I
= [- 1, 1] 可称为标准化区间, D I $

I
称为标准化区间变量# 显然, 任意实值区间

P
I和区间变量�p 可由p

c和 p
r两参数唯一确定# p

c为区间数的算术平均值, 称为 P
I或�p 的均

值# p
r 表征了区间数相对于 p

c的分散或偏离程度,称为 P
I或 �p 的离差# 

若所有实值区间的集合记为 IR, 所有非负和非正区间的集合分别记为 IR
+ 和 IR

- # 可证

明,区间变量的运算具有如下特性# 

定理 1  设 X
I
i I IR, �x i I X

I
i为任意不相关区间变量, ai I R( i = 1, ,, n )为任意实数# 

令    �y = E
n

i= 1
ai�x i , (4)

则区间变量�y 的均值、离差分别为

  y
c
= E

n

i= 1
a ix

c
i , y

r
= E

n

i= 1
| a i | x

r
i , (5)

这里, x
c
i、x

r
i 分别为�x i ( i = 1, 2, ,, n) 的均值和离差# 

证明  将区间变量 �x i ( i = 1, 2, ,, n) 写成如下标准化形式

  �x i = x
c
i + x

r
i Di , (6)

这里, Di I [- 1, 1]# 令

  �y i = a i�x i = ai ( x
c
i + x

r
i Di ) , (7)

则由区间运算的性质[ 10]有

  y
l
i =

ai ( x
c
i - x

r
i )   a i \0,

ai ( x
c
i + x

r
i )   a i < 0,

(8a)

  y
u
i =

ai ( x
c
i + x

r
i )   ai \ 0,

ai ( x
c
i - x

r
i )   ai < 0,

(8b)

从而,有

  y
l
i = aix

c
i - | a i | x

r
i , y

u
i = aix

c
i + | a i | x

r
i , (9)

于是

  

y
l
= E

n

i= 1
�y i

l
= E

n

i= 1
aix

c
i - E

n

i= 1
| ai | x

r
i ,

y
u
= E

n

i= 1

�y i
u
= E

n

i= 1

aix
c
i + E

n

i = 1

| a i | x
r
i ,

(10)

故有( 5)式成立# 

定理 2  设X
I
i I IR

+
(或X

I
i I IR

-
) , �x i I X

I
i ( i = 1, ,, n) 为任意不相关的非负(或非正)

区间变量# 令

  �y n = F
n

i= 1
�x i , (11)

则区间变量�yn 的均值和离差满足如下递推关系

  
y

c
i = y

c
i- 1x

c
i ? y

r
i- 1x

r
i

y
r
i = | y

c
i- 1 | #x

r
i + y

r
i- 1 #| x

c
i |

  ( i = 2, ,, n) , (12)
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其中, x
c
i、x

r
i分别为�x i ( i = 1, 2, ,, n) 的均值和离差, y

c
1 = x

c
1, y

r
1 = x

r
1# 且当 y

c
i- 1x

c
i \ 0时,

/ ? 0 中取/+ 0号# 否则,取/- 0号# 

证明  当 n = 2时,记 X
I
i = [ x

l
i , x

u
i ] , i = 1, 2# 令

  �y 2 = �x 1�x 2, (13)

由区间的乘法运算规则[ 10]可知,当 �x 1, �x 2 I IR
+ 时, 有

  Y
I
2 = [ x

l
1x

l
2, x

u
1x

u
2] , (14a)

  y
c
2 = [ ( x

c
1+ x

r
1) ( x

c
2+ x

r
2) + ( x

c
1- x

r
1) ( x

c
2- x

r
2) ] / 2 = x

c
1x

c
2+ x

r
1x

r
2, ( 14b)

  y
r
2 = [ ( x

c
1+ x

r
1) ( x

c
2+ x

r
2) - ( x

c
1- x

r
1) ( x

c
2- x

r
2) ] / 2 = x

c
1x

r
2+ x

r
1x

c
2; (14c)

当�x 1, �x 2 I IR
- 时,有

  Y
I
2 = [ x

u
1x

u
2, x

l
1x

l
2] , (15a)

  y
c
2 = [ ( x

c
1- x

r
1) ( x

c
2- x

r
2) + ( x

c
1+ x

r
1) ( x

c
2+ x

r
2) ] / 2 = x

c
1x

c
2+ x

r
1x

r
2, ( 15b)

  y
r
2 = [ ( x

c
1- x

r
1) ( x

c
2- x

r
2) - ( x

c
1+ x

r
1) ( x

c
2+ x

r
2) ] / 2 =

(- x
c
1) x

r
2+ x

r
1(- x

c
2) ; (15c)

当�x 1、�x 2之一为非负变量,另一个为非正变量时, 不妨设 �x 1 I IR
+
, �x 2 I IR

-
, 则有

  Y
I
2 = [ x

u
1x

l
2, x

l
1x

u
2] , (16a)

  y
c
2 = [ ( x

c
1+ x

r
1) ( x

c
2- x

r
2) + ( x

c
1- x

r
1) ( x

c
2+ x

r
2) ] / 2 = x

c
1x

c
2- x

r
1x

r
2, ( 16b)

  y
r
2 = [ ( x

c
1- x

r
1) ( x

c
2+ x

r
2) - ( x

c
1+ x

r
1) ( x

c
2- x

r
2) ] / 2 = x

c
1x

r
2+ x

r
1(- x

c
2)# (16c)

故当 n = 2时, (12) 式成立# 由同样的推证过程和数学归纳法可知,对任意正整数 n, (12) 式

成立# 

2  静力控制方程的求解

对线性静力问题,当结构的不确定参量为区间变量时, 结构系统的区间有限元静力控制方

程可表为

  �K�u = �F , (17)

或写成分量式为

  E
n

j= 1
�kij�uj = �F i   ( i = 1, ,, n) , (18)

其中, �K I K
I
= ( [ k

l
ij , k

u
ij ] ) 为不确定结构的总体刚度矩阵, �F I F

l
= ( [ F

l
i , F

u
i ] ) 为可限界不

确定载荷列向量# 在有限元方法中,刚度矩阵的元素 �kij 与材料参数和几何尺寸等有关# 这

些基本参数取值非负# 当其在某非负区间变化时, 刚度矩阵的元素为区间变量# 其均值和

离差可由基本参量的均值和离差按前述运算规则确定# 不确定位移 �u 应满足�K、�F 的任意组

合# 其解属于凸区域 Cu

  Cu = �u: �K�u = �F , �K I K
I
, �F I F

I # (19)

( 17)或( 18)式的求解, 在于求解区域 Cu 的边界或特征参数# 其边界满足如下方程[ 7]

  K
I
u
I
= F

I
, (20)

其中, uI = [ u
l
, u

u
] ,且这里

  
u

l
= min �u : �K�u = �F , �K I K

I
, �F I F

I
,

u
u
= max �u : �K�u = �F , �K I K

I
, �F I F

I # 
(21)
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假设 �ui ( i = 1, ,, n) 的波动范围不包括零, 即 u
l
i、u

u
i 同号,由(18) 式,可建立如下方程组

  E
n

i= 1
j X i

k
l
iju

l
j (- k

u
iju

u
j ) + k

l
iiu

u
i = F

u
i , E

n

i= 1
j X i

k
u
iju

u
j (- k

l
iju

l
j ) + k

u
iiu

l
i = F

l
i# (22)

在求和表达式中,若某项非负,则取括号外的项# 否则,取括号内的项# 将上式转换到用

均值和离差两参数表示, 并写成矩阵形式为

  
K

c
K

r
1

K
r
2 K

c
e

u
c

u
r

=
F

c

F
r

, (23)

其中, F c为均值载荷列向量, F
r 为载荷离差向量 # K c

= ( k
c
ij ) 为结构的均值刚度阵, K

r
=

( k
r
ij ) 为刚度离差阵# K c

e和K
r
1、K

r
2的所有元素可分别由 K

c和 K
r的对应元按一定的符号规则

确定# 其中, K
c
e 中各元素 k

c
eij 与K

c
的对应元 k

c
ij 的绝对值相等,其对角元 k

c
1ii 为正,其余元均

为负; K
r
1 和 K

r
2中各元素的绝对值与 K

r
的对应元 k

r
ij 相等# 其对角元均为负, 其余元素中,与

u i > 0对应的 k
r
1ij 与k

c
ij 同号,其余反号; K

r
2中除对应于 ui < 0的元 k

r
2ij 为正外,其余为负# 按

此规则,可确定(23) 式中的系数矩阵# 解此方程组即可求得位移的均值向量 u
c 和离差向量

u
r# 从而可得

  u
l
= u

c
- u

r
, u

u
= u

c
+ u

r# (24)

当仅考虑载荷不确定性时,线性区间有限元的静力控制方程可写为

  Ku = �F , (25)

其中,总体刚度矩阵 K为确定性的# 从而可得

  u = K
- 1�F = G�F , (26)

这里 K的逆矩阵G 为确定性的# 由区间变量的线性运算特性(式(5) ) ,有下式成立

  u
c
= GF

c
, u

r
= | G | F

r
, (27)

其中, uc、ur和 F
c、Fr分别为位移和载荷的均值、离差向量# | G | = ( | G ij | ) 表示矩阵 G的

所有元素取其绝对值# 当 �F 中各元素不相关时,由(27) 式可求得位移的准确界限# 且不受

外载荷和位移波动范围的限制# 

3  算 例分 析

图1所示为一6杆桁架结构[ 7]# 其参数为: 材料弹性模量 E = 211 @ 108 kN/ m2
, L = 110

m# ¹ 、º、» 、¼号杆的横截面积为A i = 110 @ 10
- 3

m
2
( i = 1, 2, 3, 4)# ½、¾号杆的横截面积

为一区间A
I
= [ 110 @ 10

- 3
, 111 @ 10

- 3
] (m

2
)# 作用载荷向量为 F = P , 2P, 215P , - 115P # 

其中, P
l
= [ 20, 21] (kN)# 为便于比较,每根杆作为一个单元# 可得结构的总刚度阵为

�K =

   

E1A 1

L1
+ 0136

E5�A 5

L 5
- 0148

E5�A 5

L 5

E1A 1

L 1
0

- 0148
E5�A 5

L 5

E 3A 3

L 3
+ 0136

E5�A 5

L 5
0 0

E 1A 1

L 1
0

E 1A 1

L 1
+ 0136

E6�A 6

L6
0148

E6�A 6

L 6

0 0 0148
E6�A 6

L 6

E4A 4

L 4
+ 0136

E6�A 6

L6

# 
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图 1 6杆桁架结构

由区间变量的运算规则易得其均值矩阵和离差阵分别为

K
c
=

42 938 - 10 584 - 35 000 0

- 10 584 40 362 0 0

- 35 000 0 42 938 10 584

0 0 10 584 40 362

@

    10(N/ mm) ,

K
r
=

378 504 0 0

504 672 0 0

0 0 378 504

0 0 504 672

@ 10(N/mm)# 

载荷的均值和离差向量分别为

F
c
= 20 500, 41 000, 51 250, - 30 750 T( N) , F

r
= 500, 1 000, 1 250, 750 T (N)# 

文中方法和区间摄动法[ 7]计算结果的比较如表 1所示# 

 表 1              结构不确定位移的特征量 mm

区间摄动法[7] 本文方法

u c u r uI u c ur uI

u2x 0186 0117 [ 0169, 1103] 01877 8 01142 3 [ 01735 5, 11020 1]

u2y 0133 0107 [ 0126, 0140] 01334 5 01056 3 [ 01278 2, 01390 8]

u3x 0190 0117 [ 0173, 1107] 01914 8 01141 8 [ 01773 0, 11056 6]

u3y - 0131 0107 [- 0138, - 0124] - 01317 1 01045 2 [- 01362 3, - 01271 9]

由表 1可看出,文中方法所求得的结果比区间摄动法的结果更优# 实际上,文中方法所求

得的位移区间相对于区间方程组( 20)式应该是准确的# 相对于原问题( 17)式则是偏于保守的# 

4  结 束语

区间有限元静力控制方程为区间变量的运算关系# 本文用均值和离差两参数表征区间变

量的不确定性# 根据区间运算规则,论证了区间变量的运算特性# 将区间分析和传统的 FEM

相结合,提出了非概率不确定结构的一种区间有限元分析方法# 将区间有限元静力控制方程

中 n 自由度不确定位移特征参数的求解归结为求解一2n 阶线性方程组# 其系数矩阵的所有

元素可由均值刚度矩阵和刚度离差阵的对应元素按一定的符号规则确定# 其总体刚度矩阵

的形成、装配和求逆均可借助确定性FEM# 其求解过程较为简便# 计算量小,精度高# 文中

的运算规则和方法也可推广用于确定应力区间变量的特征参数# 文中方法的应用需先判断

各自由度位移的正负号, 且只适用于位移变化范围的上下界同号的情况 # 一般, 各自由度位

移的符号可由均值方程(刚度阵和载荷向量的所有元素取均值) 预先确定# 当位移的上下界

不同号,或不易判断时,可通过载荷分解利用叠加法解# 
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Interval Arithmetic and Static Interval

Finite Element Method

GUO Shu_xiang1,  LB Zhen_zhou2

( 11 Faculty of Mechanics , Engineer in g Institute , Air For ce Engineer in g

Un iver sity , Xi. an 710038, P R China ;

21Depar tm ent of Air cr aft En gineer ing , Nor thw estern Polytechnical Un iver sity ,

Xi. an 710072, P R China )

Abstract: When the uncertainties of structures may be bounded in intervals, through some suitable

discretization, interval finite element method can be constructed by combining the interval analysis

with the traditional finite element method ( FEM) . The two parameters, median and deviation, were

used to represent the uncertainties of interval variables. Based on the arithmetic rules of intervals,

some properties and arithmetic rules of interval variables were demonstrated. Combining the proce-

dure of interval analysis with FEM, a static linear interval finite element method was presented to

solve the non_random uncertain structures. The solving of the characteristic parameters of n _freedom

uncertain displacement field of the static governing equation was transformed into2n _order linear e-

quations. It is shown by a numerical example that the proposed method is practical and effective.

Key words: interval variable; interval arithmetic; finite element method; interval finite element

method
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