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摘要 :  利用粘弹性材料的三维分数导数型本构关系, 建立粘弹性 Timoshenko梁的静、动力学行为

研究的数学模型;分析 Timoshenko 梁在阶跃载荷作用下的准静态力学行为, 得出了问题的解析解,

考察了一些材料参数对梁的挠度的影响# 基于模态函数讨论了粘弹性 Timoshenko梁在横向简谐激

励作用下的动力响应,并考察了剪切和转动惯性对梁振动响应的影响# 
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引   言

Gement在二十世纪 30年代首先采用分数导数描述了粘弹性材料的本构关系[ 1] ,但直到

80年代分数导数本构关系才受到广泛的重视[ 2, 3]# 这种本构关系仅用少量的参数构成粘弹性

材料的数学模型,并能在较大的频率范围内描述材料的力学性能# 虽然已有不少工作利用分

数导数本构关系研究粘弹性材料,但相应材料制成的结构的力学行为研究较少[ 4]# 主要原因

是所建立的控制结构动力学行为的方程为具有奇异性的积分_偏微分方程, 它们的定性分析和

数值计算都比较困难# 

对粘弹性 Euler_Bernoulli梁和Timoshenko 梁的静、动力学行为的研究已有一些工作,其本

构关系多为微分型[ 5]、Boltzmann叠加原理[ 6]或 Leaderman本构关系[ 7] , 松驰函数表示成 Prony

级数# Akoz和 Kadioglu[ 6]利用对应原理和数值 Laplace 逆变换方法讨论了线性粘弹性 Timo-

shenko 梁的静、动力学行为# Argyris[ 5]、陈立群和程昌钧[ 7]采用 Galerkin方法和微分动力系统

的数值方法研究了非线性粘弹性 Euler_Bernoulli梁的动力学行为# 

本文在第 1节中从粘弹性材料的三维分数导数型本构关系出发,根据 Timoshenko 梁的位

移假设,建立粘弹性Timoshenko梁的静、动力学行为分析的数学模型# 然后在第 2节中分析
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Timoshenko梁在阶跃载荷作用下的准静态力学行为,得出了问题的解析解,考察了一些材料参

数对梁的挠度的影响# 最后在第 3节中对于两端简支梁给出模态函数,讨论了粘弹性Timo-

shenko 梁在横向简谐激励作用下的稳态响应,并分别考察了剪切和转动惯性对梁振动响应的

影响# 

1  数 学模 型

Euler_Bernoulli梁的理论是建立在平截面假设的基础上,忽略了剪切变形的影响,这对于细

长的梁能给出十分正确的结果# 但对于短而粗的梁,这种理论有较大的偏差# 二十世纪 20年

代, Timoshenko 提出了梁的修正理论, 保留了平截面的假设, 但认为梁的横截面变形后发生了

一个转角# Timoshenko 梁的理论计及了横截面剪切变形和转动惯性的影响# 

考察如图 1所示的梁, 设 Ox 轴为截面的中性轴, oy , oz 轴为截面的惯性主轴# 设梁是等

截面的,面积为 A,高为 h,长为L , 密度为 Q, 作用于梁的载荷在 xy 平面上的分量为q ( x , t ) ,在

xz 平面上的分量为p ( x , t )# 

图 1 Timoshenko梁示意图

假设梁的材料是均匀各向同性粘弹性材料,其体积变形为弹性变形, 即

  Rkk( t ) = 3KEkk( t ) , (1)

其中, K 为体积弹性模量# 材料在纯剪切作用下的变化规律由分数型本构关系所制约,即

  Sij ( t ) = 2( Geij + GD A
eij ( t ) )   ( i = j , i , j = 1, 2, 3) , (2)

其中, G 为剪切弹性模量, G, A是参数, 0 < A< 1, D A
f ( t ) 是Riemann_Liouville分数导数,定义

为[ 8]

  D
A
f ( t ) =

1
#(1- A)

d
dtQ

t

0

f ( S)
( t - S)

AdS   (0 < A< 1)# (3)

Riemann_Liouville分数积分为

  I
B
f ( t ) =

1
#( B)Q

t

0

f ( S)
( t - S)

1- BdS   (0 < B< 1) , (4)

这里 #( x ) = Q
+ ]

0
e- t

t
x- 1dt 是 # 函数, f ( t ) 是[ 0, + ] ] 上的有界连续函数# 

当 f (0) = 0时,满足

  D AI A
f ( t ) = f ( t ) ,  I AD A

f ( t ) = f ( t )# (5)

分数导数的Laplace 变换公式为

  L[ DA
f ( t ) ] = s

AL [ f ( t ) ]# (6)

由( 1)和( 2)可得三维粘弹性材料的分数微分型本构关系

  2( G + GD A
) Eij ( t ) = Rij ( t ) - 1-

2
3K

(G + GD A
)
Rkk( t )

3
Dij # (7)

2 朱  正  佑    李  根  国    程  昌  钧



根据梁变形的假设, 应力分量 Ry , Rz 和Syz 对变形的影响可被忽略,于是由(7) 得到梁的本构关

系

  

S1Rx ( t ) = S2Ex( t ) ,

Sxz ( t ) = 2S3Exz ( t ) ,

Sxy( t ) = 2S 3Exy ( t ) ,

(8)

其中,线性算子 S i ( i = 1, 2, 3) 定义为

  S1 = 3K + G + GD
A
,  S 2 = 9K ( G + GD

A
) , S3 = G+ GD

A# (9)

根据Timoshenko梁理论, 位移假设为
[ 9]

  

U( x , y , z , t ) = u( x , t ) + yU( x , t ) + zW( x , t ) ,

V ( x , y , z , t ) = v ( x , t ) ,

W( x , y , z , t ) = w ( x , t ) ,

(10)

式中, U, W分别是 y 和 z 轴的转角# 于是应变为

Ex =
5 u
5x + y

5 U
5x + z

5W
5x ,  Exy = 1

2
U+ 5v

5x ,  Exz = 1
2

W+ 5w
5x # (11)

由梁的平衡,不难得到以 u, v, w , U, W表示的Timoshenko 梁的平衡方程

  

S2
52
u

5x2 = QS1
52
u

5 t2
,

FAS3
5 U
5x +

52
v

5x 2 + q ( x , t ) = QA
52
v

5t 2 ,

FAS3
5 W
5x +

52
w

5 x2 + p ( x , t ) = QA
52
w

5 t 2 ,

IzS2
52U
5x 2 - FAS1S3 U+

5v
5x = QIzS1

52U
5 t 2 ,

IyS2
52W
5x 2 - FAS1S3 W+

5w
5x = QIyS 1

52W
5 t 2 ,

(12)

其中, Iy = QA
z

2dA( x ) , Iz = QA
y

2dA( x ) , F为剪切修正系数# (12) 为一般粘弹性Timoshenko梁

的控制方程# 

假设梁只受 xy 面内的力q ( x , t ) ,则弯曲只发生在 xy 平面内, 因而 W= 0, w = 0# 若不受

轴力作用,故可认为位移 u = 0# 因此(12) 简化为

  
FAS3

5 U
5x +

52
v

5x 2 + q ( x , t ) = QA
52
v

5t 2 ,

IzS2
52U
5x 2 - FAS1S3 U+

5v
5x = QIzS1

52U
5 t 2# 

(13)

设梁两端是简支的, 则边界条件为

  v( x , t ) = 0,  5U( x , t )
5x = 0   (当 x = 0, x = L 时)# (14)

给定初值条件

  v( x , t0) = v0,  
5v( x , t 0)

5 t = v1   (0 [ x [ L ) , (15a)

  U( x , t 0) = U0,  
5 U( x , t 0)

5t = U1   (0 [ x [ L )# ( 15b)

积分_偏微分方程组( 13)及其边值条件( 14)和初值条件( 15)构成简支粘弹性 timoshenko 梁的动
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力学行为的控制方程# 作为特殊情况, 当忽略梁的剪切效应时, 得到本构关系为分数微分型的

粘弹性Euler_Bernoulli梁控制方程

  IzS2
54
vE

5x 4 + QAS1
52
vE

5t 2 = S1 q# (16)

2  梁的拟静态行为

211  方程求解

我们考虑简支粘弹性 Timoshenko梁在准静态情况下的力学行为,设梁受均布载荷 q ( x , t )

= q 0H ( t) , q 0为常数,H ( t ) 是单位 Heaviside函数# 

在( 13)中忽略惯性项,得到挠度 v ( x , t ) 和转角 U( x , t ) 满足的准静态方程为

  
FAS3

5 U
5x +

52
v

5x 2 + q ( x , t ) = 0,

IzS2
52U
5x 2 - FAS1S3 U+

5v
5x = 0,

(17)

其边界条件为( 14) # 利用弹性与粘弹性的对应原理, 得到在 Laplace变换域中粘弹性 Timo-

shenko 梁满足的方程

  
FA�S3

5�U
5x +

52�v
5x 2 +

q0

s
= 0,

Iz�S 2
52�U
5x 2 - FA�S 1�S3 �U+

5�v
5x = 0,

(18)

其中 �v ( x , s) = L [ v ( x , t ) ] , �U( x , s ) = L [ U( x , t ) ] , �S 1 = L [ S1] = 3K + G + GsA,

�S2 = L [ S2] = 9K (G + GsA) , �S 3 = L[ S3] = G+ GsA,

对应的边界条件为

  �v (0, s ) = 0,  �v ( L , s ) = 0, (19a)

  5�U(0, s)
5x = 0,  5�U( L , s )

5x = 0# ( 19b)

由( 18)和( 19)求得

  �v ( x , s) = 1
9K s

+
1

3( G + Gs
A
) s

q 0L
4

24Iz
x
L

x
3

L
3- 2

x
2

L
2+ 1 +

1

( G + GsA) s
q0L

2

2FA
x
A

1-
x
L

# (20)

直接利用 Laplace数值逆变换由( 20)求解 v( x , t ) , 也可利用分数导数的特殊性质求解# 

先利用分数导数的特殊性质[ 3]得到

  L
- 1 

1

( G + GsB) s
=

1
G

1 - EB -
t
S1

B

, (21)

其中 S1 =
G
G
, EB( x ) 是Mittag_Leffler函数

  EB( x ) = E
]

n= 0

x
n

#(1 + Bn)
# (22)

对( 20)进行Laplace逆变换,并利用( 21)求得

  v( x , t ) =
1

9K

q 0L
4

24Iz

x
L

x
3

L
3- 2

x
2

L
2 + 1 +
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      1
3G

1- EA -
t
S1

A
q0L

4

24Iz
x
L

x
3

L
3 - 2

x
2

L
2+ 1 +

3
F

h
L

2

1-
x
L

(23)

瞬态响应为

v( x , 0) =
1

9K
+

1
3G

q 0L
4

24Iz

x
L

x
3

L
3- 2 x

2

L
2 + 1 +

1
G

q 0

2FA
x
L

1 -
x
L

# (24)

在很多文献中假设粘弹性材料的 Poisson 比 M为常数[ 6]# 由对应原理知 �M( s ) =

3K - 2( G + GsA)
6K + 2( G + Gs

A
)
,这时(20) 可化为

�v( x , s ) =
3K + G + GsA

9K ( G + Gs
A
) s

q0L
4

24Iz
x
L

x
3

L
3 - 2

x
2

L
2 + 1 +

2(1 + �v ( s ) )
F

h
L

2

1 -
x
L

, (25)

对( 25)求 Laplace逆变换得

v( x , t ) =
q 0L

4

24Iz

x
L

x
3

L
3- 2 x

2

L
2 + 1 J( t ) +

q 0L
4

24Iz

x
L

2(1+ M)
F

h
L

2

1-
x
L

J( t ) , (26)

其中 J( t ) = L- 1 
3K + G + GsA

9K ( G+ GsA) s
# 

如果不考虑横向剪切的影响, 则挠度满足的方程为

  v( x , t ) =
q0L

4

24Iz
x
L

x
3

L
3 - 2

x
2

L
2 + 1 J( t )# (27)

比较( 26)和( 27) , 可见( 26)的第二部分表示横向剪切效应,它与 ( h/ L )
2 成正比# 

212  数值算例

取一个等截面的粘弹性材料的梁, 密度 Q= 500Kg/ m
3
, 长度 L = 10m, 截面积 A = 1m

2
,

高 h = 015m, 设粘弹性材料满足(7) 给定的本构关系, 材料参数为 G = 31267 E7N/ m2
, K =

2172 E7N/ m2
, G= 91147E7 Ns/ m2

, 剪切常数 F= 5/ 6,载荷 q( t ) = 100H ( t) N/ m# 

图 2 A= 01 8时,梁在不同时刻的挠度曲线   图 3  x = L / 2处挠度随时间变化的曲线

我们将考察材料参数对挠度的影响,并比较不同计算方法所得结果# 图2所示为 A= 018

时, Timoshenko梁在不同时刻的挠度曲线# 图3所示曲线是分数导数参数 A取不同值的结果,

表明材料参数 A对梁的拟静态行为影响比较明显# 当参数 A= 1,所考虑材料为标准线性固

体, 当 A= 0时,为弹性材料# 图 4和图5给出了Timoshenko 梁与Euler_Bernoulli梁的挠度曲线

的比较,说明Timoshenko 梁的剪切效应与梁的细长比有关, 梁的高度和长度之比比较大时,剪

切效应十分明显,不能被忽略# 图 6给出了采用数值Laplace逆变换方法[ 10]和利用Mittag_Lef-

fler函数展开方法所得结果的比较, 说明两种方法所得结果吻合很好# 图 7给出了当参数 A=

018时, Poisson比为常数M= 013和Po isson比不为常数的结果,表明Poisson比M为常数和不为
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图 4  Timoshenko梁与 Euler 梁挠度的比较         图 5  高度 h = 4m ,T imoshenko梁

与 Euler梁挠度的比较

图 6  参数 A = 01 8时, Laplace数值

逆变换和Mittag_Leffler函数

展开方法之间的比较

常数, 两者所得结果很近似,也就是说, 通常情况下假设

材料的Poisson比为常数是合理的# 

3  梁的动力学行为

311  理论分析

为了便于分析, 取初值条件为零, 则由 ( 13)解耦求

得挠度 v( x , t ) 和转角 U( x , t ) 满足的方程分别为

  IzS2S3
54
v

5x 4-
QIz
F
( S1S3 + S2)

54
v

5x 25t 2 +

      QAS1S 3
52
v

5 t 2 +
Q

2
Iz

F
S1

54
v

5t 4 =

图 7  A= 018 时, Poisson比为常数            图 8 图 7的局部放大图

与不为常数的比较

      S1S 3q -
Iz
FAS2

52
q

5x 2 +
QIz
FAS1

52
q

5 t 2 , (28)

  IzS2S3
54 U
5x 4 -

QIz
F
( S1S 3+ S2)

54 U
5x 25t 2 + QAS1S 3

52 U
5 t 2 +

      
Q2 Iz
F
S1

54
U

5 t4
= - S1S 3

5 q
5x , (29)

在( 28) ( 29)中,包含F的项与横向剪切有关# 由于在无外力的情况下, v( x , t ) 和 U( x , t ) 满足

相同的齐次方程,所以只考虑挠度 v( x , t ) 的求解就够了, 转角 U( x , t ) 可类似地求解# 由于

此方程比较复杂,先讨论一些简化的情况,若忽略转动惯性,只考虑剪切效应,则(28) 可化为
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  IzS2
54
v

5x 4 -
9KQIz
F

54
v

5x 25 t 2+ QAS 1
52
v

5 t 2 = S 1q -
9KIz
FA

52
q

5x 2# (30)

设梁处于简支情况下,梁所受载荷为 q( x , t ) = f ( x ) g ( t ) , 设方程(30) 的解可以分离变

量,则采用分离变量法,得到梁的模态函数为

  <n( x ) = sin
nPx
L

  ( n = 1, 2, ,) , (31)

于是挠度 v( x , t ) 可表示为模态函数的组合

  v( x , t ) = E
]

n= 1
vn( t ) sin

nPx
L

, (32)

其中, vn( t ) 满足下面的微分积分方程

Iz
nP
L

4

S2vn + QAS1 &vn + nP
L

2 9KQIz
F &vn = q1nS1g( t ) -

9KIz
FA q 2ng( t ) , (33)

这里, q 1n =
2
LQ

L

0
f ( x ) sin nPx

L
dx , q2n =

2
LQ

L

0
&f ( x ) sin nPx

L
dx# 

把 S1 = 3K + G + GD A
, S 2 = 9K ( G + GDA

) 代入(33) 并两边作用算子 I A得

  &vn + AnI
A&vn + bnvn + cnI

A
vn = dnI

A
g( t ) + eng ( t ) (34)

其中, an =
nPh
L

2
3K
4FG+

3K + G
G , bn =

3
4

nP
L

4

h
2 K
Q , cn =

3
4

nP
L

4

h
2 GK
QG ,

  dn =
3K + G
QAG

q 1n-
3h2

K
4FQAG

q2n , en =
q 1n

QA
# 

设梁所受载荷关于时间是简谐的, 即

  g( t ) = sinHt# (35)

由于粘弹性材料存在阻尼,梁的自由振动将迅速衰减, 于是在简谐激励下, 其稳态响应与简谐

激励同频[ 11]# 于是可设

  vn ( t ) = An sinHt + BncosHt# (36)

将( 36)代入( 34) , 并利用分数积分的性质可得

  v( x , t ) = E
]

n= 1
( An sinHt + Bn cosHt ) sin

nPx
L

, (37)

其中, An = R1 dnH
- Acos

AP
2
+ en + R2dnH

- Asin
AP
2

/ ( R
2
1 + R

2
2) ,

  Bn = R 2 dnH
- A

cos
AP
2 + en - R1dnH

- A
sin

AP
2 / ( R

2
1+ R

2
2) ,

  R1 = bn - H2 + ( cnH
- A

- anH
2- A

) cos AP
2
,  R 2 = ( cnH

- A
- anH

2- A
) sin AP

2
# 

同理,我们可得粘弹性Euler_Bernoulli梁在简谐振动作用下动力学行为的控制方程为

  &vE
n
+ aE

n
I A&vE

n
+ bE

n
vE

n
+ cE

n
I A
vE

n
= dE

n
IAg ( t ) + eE

n
g( t ) , (38)

这里, aE
n
=

3K + G
G

, bE
n
=

3
4

nP
L

4

h
2 K
Q
, cE

n
=

3
4

nP
L

4

h
2 GK
QG

, dE
n
=

3K + G
QAG

q 1n , eE
n
=

q 1n

QA
# 

稳态响应为

vE ( x , t ) = E
]

n= 1
vE

n
( x , t ) sin

nPx
L

= E
]

n= 1
( En sinHt + FncosHt ) sin

nPx
L

, (39)

其中, En = RE1 dE
n
H
- A

cos
AP
2
+ eE

n
+ RE

2
dE

n
H
- A

sin
AP
2

/ ( R
2
E

1
+ R

2
E

2
) ,
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Fn = RE
2
dE

n
H- Acos

AP
2
+ eE

n
- RE

1
dE

n
H- Asin

AP
2

/ ( R
2
E

1
+ R

2
E

2
) ,

RE
1
= bE

n
- H2

+ ( cE
n
H- A- aE

n
H2- A

) cos
AP
2
,  RE

2
= ( cE

n
H- A- aE

n
H2- A

) sin
AP
2

# 

如果只考察转动惯性对梁挠度的影响,而忽略剪切效应,得到与上面类似的结果# 当进一

步同时考察剪切和转动惯性效应时,由于方程比较复杂,我们只给出数值结果# 

312  数值算例

我们取梁的材料参数和几何参数同上节, q( x , t ) = 100sin Px
L

sin t N/ m# 分别由(37) 和

(39) 求得

  v( x , t ) = v1( t ) sin
Px
L
,  vE ( x , t ) = vE

1
( t ) sin

Px
L
,

其中, v1( t ) = 01002 723 sint - 01001 949 cos t , vE
1
( t ) = 01002 719 sint - 01001 937 cos t , v1( t )

和 vE1( t ) 如图 9所示# 计算结果表明,在 h/ L 很小的情况下,梁的剪切效应对挠度的影响很

小,可忽略不计# 

在其它参数不变情况下, 改变截面积 A = 4m2
, 高 h = 4m, 载荷 q( x , t ) = 105sin

Px
L

sint

N/ m# 分别由(37) 和(39) 求得

  v( x , t ) = v1( t ) sin
Px
L
,  vE ( x , t ) = vE

1
( t ) sin

Px
L

# 

图 9  h = 015m 时,挠度的稳态值          图 10  h = 4m 时,挠度的稳态值

图 11 h = 4m 时,计与不计转动

惯性的梁的挠度

其中 v1( t ) = 01011 744 sint - 01010 097 cos t ,

vE
1
( t ) = 01010 548 sint - 01007 368 3 cost , v1( t )

和 vE
1
( t )如图10所示# 计算结果表明,在 h/ L比

较大的情况下, 梁的横向剪切对挠度的影响比较

明显# 

如果只考察转动惯性对梁挠度的影响, 我们

得到与上面相似的结论, 即在 h/ L 比较大的情况

下,梁的转动惯性对挠度的影响比较显著# 

我们进一步考察计及转动惯性的Timoshenko

梁的响应问题, 对方程( 28)利用分离变量法求得

v1( t ) 满足的微分积分方程, 并进行了数值计算,

其结果示于图 11中,并与忽略转动惯性的情形进行了比较,说明在同时考察两种效应时, 即使
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在 h / L 较大的情况下, 转动惯性影响也很小# 

4  结   论

本文利用粘弹性材料的三维分数导数型本构关系,建立了粘弹性Timoshenko梁的静、动力

学行为研究的数学模型# 然后分析了Timoshenko 梁的静、动力学行为,并给出了数值算例# 主

要结论有

11 本文考虑的粘弹性材料的本构关系是分数导数型的,当参数 A= 1,所考虑材料为标准

线性固体材料, 当参数 A= 0时,为弹性材料# 计算结果表明,分数导数参数 A对梁的力学行

为影响是明显的# 

21 比较了Poisson比为常数和不为常数的情形,发现 Poisson 比对梁的行为影响很小# 因

此,为了方便,假设材料的 Poisson比为常数是合理的# 

31 在拟静态情况下,利用Laplace数值逆变换可得到比较准确的结果,但在动力学行为分

析中,利用 Laplace数值逆变换的结果误差很大,应该采用其它比较有效的直接数值求解方法,

例如,作者目前已提出的一种不用存储全部历史数据的数值方法# 

41 分析了粘弹性Timoshenko梁的剪切效应和转动惯性的影响# 其剪切效应与梁的细长

比 h/ L 有关,当 h/ L 比较大时, 在静、动态情况下剪切效应都十分明显# 在动态情况下,单独

考虑转动惯性的影响, 得到与剪切效应相同的结果,但两者同时考虑时,无论 h/ L 的大小, 转

动惯性的影响甚微# 
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Abstract: The equations of motion governing the quasi_static and dynamical behavior of a viscoelastic

Timoshenko beam are derived. The viscoelastic material is assumed to obey a three_dimensional frac-

tional derivative constitutive relation. The quasi_static behavior of the viscoelastic Timoshenko beam

under step loading is analyzed and the analytical solution is obtained. The influence of material param-

eters on the deflection is investigated. The dynamical response of the viscoelastic Timoshenko beam

subjected to a periodic excitation is studied by means of mode shape functions. And the effect of both

transverse shear and rotational inertia on the vibration of the beam is discussed.

Key words: viscoelastic Timoshenko beam; fractional derivative constitutive relation; weakly singular

Volterra integro_differential equation; dynamical response
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