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摘要:  通过椭圆积分求出了二维 RLW 方程椭圆余弦波解, 并用先验估计方法证明了该方程

Cauchy问题关于小 x、y 周期解的若干性质和解的唯一性、稳定性# 
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引   言

在非线性色散系统中,文[ 1]、[ 2]研究了长波单向传播的模型方程

  ut + Aux + Buux - Cuxx t = 0   x I R, t \ 0

称为 RLW方程# 文[ 3]在此基础上求出了二维 RLW 方程的孤立波解# 本文利用椭圆积分求

出了二维 RLW方程椭圆余弦波解,并用先验估计方法在 Sobolev 空间证明了该方程 Cauchy问

题关于 x、y 的周期解的若干性质和其解的唯一性# 

1  二维 RLW方程的椭圆余弦波解

对二维RLW方程

  ut + Aux + Buy + Cuux + Duuy - Luxx t - Huyy t = 0, (1)

这里 A、B、C、L和H均为常数, CX 0, D X 0和 L> 0, H> 0# 

令

  u( N) = u( x , y , t ) ,   N= lx + my - vt , (2)

其中 l > 0# l、m、v 均为常数# 

代( 2)代入( 1)得

  ( Al + Bm - v) uc+ ( rl + Dm) uuc+ ( Ll 2v + Hm2
v) uÊ = 0# (3)

对( 3)积分两次后,得

  ( Al + Bm- v )
2

u
2
+

1
6
( rl + Dm) u3

+
v
2
( Ll 2+ Hm 2

) uc = Au + Bu# (4)

利用边界条件, 当 | N| y ] ,则 u、uc、ud y 0, 得

  uc
2 =

rl + Dm
6v( Ll

2
+ Hm

2
)
u
2 3( v - Al - Bm)

rl + Dm - u # (5)
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令  p
2
=

6v ( Ll
2
+ Hm

2
)

rl + Dm
, q =

6( v - Al - Bm)
rl + Dm

,

方程( 5)可变为:

  uc2

2
=

u
2

p
2

q
2
- u # (6)

当 q > 0,方程(6) 的解为

  u( N) =
q
2
sech2 q

2p
( N- N0) , (7)

其中 N0是积分常数# 即方程(1) 存在非平凡的孤立波解(7)# 

当方程( 1)存在非平凡的孤立波解时,由( 4)得

  uc2

2
=

1

v ( Ll
2
+ Hm

2
)
-

rl + Dm
6

u
3
+
v - Al - Bm

2
u
2
+ Au + B =

1

a
2F ( u) ,

其中

  a
2
= v( Ll 2+ Hm2

) ,

  F( u) = -
rl + Dm

6
u
3
+
v - Al - Bm

2
u
2
+ Au + B ,

这里 A、B 为积分常数# 

假设 F( u) 有三个实根, u1、u2、u3并且 u1 > u2 > u3、u2 [ u < u1,有

  -
2
a
( N- N1) = Q

u
1

u

du

F ( u)
= Q

u
1

u

du

( u1- u) ( u - u2) ( u - u3)
=

      2

u1- u3
sn
- 1
( sin<, k) =

2

u1- u3

F( <, k) ,

其中   < = arcsin
u1 - u

u1- u2
, k

2
=

u1- u2

u1- u3
, u1 = u( N1)# 

设 T 为关于N的周期

  T = 2aQ
u
1

u
2

du

( u1- u ) ( u - u2) ( u - u3)
,

sn
- 1
( sin <, k ) = F( <, k ) 是关于模 k 的第一类完全椭圆积分# 

令 G= sn- 1( sin <, k ) ,得方程(1) 的椭圆余弦波解

  u( N) = u1- ( u1- u2) sn
2
( G, k ) = u2+ ( u1+ u2) cn

2
( G, k ) =

      u3+ ( u1- u3)dn
2
( G, k ) = u3+ ( u1 - u3)dn

2 u1- u3

2a
( N- N0) , k , (8)

其中   sn( G, k ) = sin<, cn( G, k ) = cos <, dn( G, k ) = 1 - ( k sin<) 2# 

由Fourier级数展开式(见[ 4] )知:

  dn
2
( G, k) =

2P
2

K
2

KE

2P2+ E
]

n= 1
n

q
n

1 - q
2ncosn

GP
K

=

      E
K
+
P2

K2 E
]

n= 1

ncos( nPG/K)
sinh( nPKc/ K) =

      E
K
+

P2

2K2 E
]

n= 1

nexp[ in(PG/K) ]
sinh( nPKc/K) +

nexp[- in(PG/ K) ]
sinh( nPKc/ K) =

      E
K
-

E
2KKc+

P
2

2K2 E
]

n= - ]
g(2nP) , (9)
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其中

  K = Q
P/ 2

0

d<

1- ( ksin <) 2

是关于模 k 的第一类完全椭圆积分,

  Kc = Q
P/ 2

0

d <

1 - ( kcsin <) 2

是关于模 kc的第一类完全椭圆积分, 其中 kc = 1 - k
2
,

  E = Q
P/ 2

0
1- ( k sin <) 2d <

是关于模 k 的第二类完全椭圆积分, q = exp(- PKc/ K)# 

定义 g(2Pn) 为

  g(2nP) =

K
PKc          当 n = 0,

2nPexp[ 2nGPi/ 2K ]
2Psinh[ 2nPKc/ 2K]   当 n X 0# 

易见 g( F) 关于 F是连续可微的,并且E
]

n= - ] g (2nP+ S) 和E
]

n= - ] gc( 2nP+ S) 关于 S绝

对一致收敛# 对E
]

n= - ] g (2nP) 使用 Poisson. s求和公式(见文[ 5] ) ,

  E
+ ]

n= - ]
g(2nP) = 1

2P E
+ ]

m= - ]
G( m) , (10)

其中   G( m) = Q
+ ]

- ]
g( z ) exp(- imz )dz =

PK2

Kc2
sech2

P
2Kc( G- 2mK) # (11)

代( 10) ~ ( 11)入( 9) ,得

  dn2( G, k) = E
K
-

P
2KKc+

P
2

4Kc2 E
+ ]

m= - ]
sech2

P
2Kc2

( G- 2mK) ,

则椭圆余弦波解( 8)可表为:

  u( N) = P + Q E
+ ]

m= - ]
sech2( N- N1+ mT ) , (12)

其中

  P = u3+ ( u1 - u3) (E/ K - P/ 2KKc) , Q = ( u1- u3)
P2

4Kc2
,

  T =
4

u1- u3

F
P
2
, k =

4K

u1- u3

, R = PK/ TKc# 

从( 12)知, u 是关于N周期为T 的周期函数,无穷级数的每一项就是一孤立子并得如下结

论:

若 v X 0为任意给定的行波速度,当 u1 > u2时,二维RLW方程存在关于 N有界非平凡椭

圆余弦波解:

  u( N) = u( lx + my - vt )# 

2  Cauchy问题周期解的若干估计

不失一般性,对方程( 1)令 A= B= C= 1,则其变为

  
u t + ux + uy + uux + Duuy - Luxx t - Huyyt = 0,

u = g( x , y ) ,

(13)

(14)
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其中 u( x + P , y , t ) = u( x , y + P , t ) = u( x , y , t ) , x、y 是实数, t \0[事实上,对(1) 施行变

换: xc = Ax , tc= A2t , yc = ( A2/ B) y ,

  v( xc, yc, tc) = r
A
u

xc
A
,
A2

B
yc, tc

A2
=

r
A
u( x , y , t ) ,

则( 1)可变为

  vtc + vxc + vyc+ vv xc + Dcvv yc - Lcvxcxctc- Hcvycyctc = 0,

其中   Dc = D
rBA, Lc= LA

2
, Hc= A4

BH# 

这是方程( 13)形式] , D、L、H是常数, D X 0、L> 0、H> 0# u 是关于x、y 周期为P 的函数,并

要求

  Q
P

0
u( x , y , t )dx = 0   对任何 y , t \ 0均成立# 

引理 1  若 g ( x , y ) I L 2, 且对任意有限数T I (0, ] ) , 问题(13) ~ (14) 的周期解 u( x ,

y , t ) 满足# 

  E(T ) =
1
2Q

P

0Q
P

0
u( x , y , T )dx dy =

      1
2Q

P

0Q
P

0
u
2
( x , y , 0)dxdy =

1
2Q

P

0Q
P

0
g
2
( x , y )dx dy = E (0)# 

证明  以 u( x , y , t ) 乘以方程(13) 两端得

  u
2

2 t
+

u
2

2 x
+

u
2

2 y
+

u
3

3 x
+ D

u
3

3 y
- Luuxxt - Huuyyt = 0, (15)

在区域 D = ( x , y , t ) : 0 [ x [ P , 0 [ y [ P, 0 [ t [ T 上,对(15) 积分# 

由于

  QQQD
( u

2
) xdxdydt = 0, QQQD

uuxx tdxdydt = - QQQD
uuxx tdxdydt ,

得

  E(T ) =
1
2Q

P

0Q
P

0
u
2
( x , y , T) dxdy = 1

2Q
P

0Q
P

0
g
2
( x , y )dxdy = E(0) = E0# 

引理 2( Sobolev 不等式)  对任意实数 E> 0和正整数 n,一定存在只与 E、n有关的常数C ,

使得

  5ku
5x k ]

[ E+ u +2+ C
5nu
5xn 2

  ( k < n) ,

  
5ku
5x k 2

[ E+ u +2+ C
5nu
5x n 2

  ( k [ n) ,

其中   +u + ] = sup
x , y

| u( x , y , t ) | , +u +2
= + u +2

2 = Q
P

0Q
P

0
u
2
( x , y , t )dx dy# 

引理 3  对任意有限数 T I (0, ] ) ,当 gx、gy I L2,则一定存在 Q1,使问题(13) ~ (14) 关

于 x、y 的周期解u( x , y , t ) 有估计

  +u +2
+

L
2 +ux +2

+
H
2 +uy +2 [ Q1, (16)

这里 Q1 仅与 L、H、T、gx、gy 有关# 

证明  对方程( 13)两端乘以 u ( x , y , t ) ,并在D0 = ( x , y , t ) : 0 [ x [ P , 0 [ y [ P 上

积分
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  QQD
0

uu tdxdy + QQD
0

uuxdxdy + QQD
0

u
2
uxdxdy + DQQD

0

u
2
uydxdy -

      LQQD
0

uuxxtdxdy - HQQD
0

uuyytdxdy = 0, (17)

因    QQD
0

u
2
ux dxdy = 0, QQD

0

uuxx tdxdy = -
1
2

d
dtQQD

0

u
2
x dxdy ,

则( 17)可变为

  1
2

d
dtQQD

0

u
2
+

L
2
u
2
x +

H
2
u
2
y dxdy [ QQD

0

u
2
+

L
2
u
2
x +

H
2
u
2
y dx dy# 

由Gronwall不等式, 有

  +u +2
+

L
2

+ux +2
+

H
2

+uy +2 [

      +g +2
+

L
2

+gx +2
+

H
2

+gy +2 exp(2T) = Q1,

其中 Q1 > 0并且只与 T、H、gx、gy 有关# 

推论  若引理 3条件满足, 则有

  sup
0 [ t [ T

+ u( t ) + ] [ Q0,

这里 Q0 与 u 无关# 

证明  使用 Sobolev不等式, 存在常数 C,有

  +u ( t ) + ] [ +u( t ) + + C +ux ( x ) +# 

由引理1、引理 3,有

  sup+ u( t ) + ] [ 2E0 + CQ1 = Q0# 

引理 4  对任意有限数T I (0, ] ) ,当gxx , gxy I L 2,则一定存在Q2使问题(13) ~ (14)关

于 x、y 的周期解u( x , y , t ) ,有估计

  +ux +2
+ L+uxx +2

+ H+uxy +2 [ Q2, (18)

其中 Q2 只与 T、L、D、H、gxx , gxy 有关# 

证明  对方程( 13)两端同时对 x 微分,

  uxt + uxx + uyx + u
2
x + uuxx + D( uxuy + uuxy) - Luxxxt - Huyytx = 0, (19)

令    v = ux# 

对( 19)两端同乘以 v( x , y , t ) 并且在 D0上积分# 由

  QQD
0

vvydxdy = 0,

  QQD
0

uvvxdxdy = -
1
2QQD

0

v
3dxdy ,

  QQD
0

uvuy dxdy = -
1
2QQD

0

uyv
2
dxdy ,

则( 19)可变为

  d
dtQQD

0

( v
2
+ Lv

2
x + Hv y)dxdy + QQD

0

v
3
dxdy + DQQD

0

v
2
uydxdy = 0,

即    d
dtQQD

0

( v
2
+ Lv2x + Hv2y)dxdy = -QQD

0

v
3
+ Duyv

2
dxdy# (20)

由Nirenbery_Gagliard不等式
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  5ku
5x k L

p
[ C

5nv
5x n

H

L
r
+v +1- H

L
q ,

其中 1 [ q、r < ] , 0 [ k [ n, k / n [ H< 1,

  1
p
=

H
r
+

1 - H
q

- ( nH- k )# 

令 k = 0、n = 2、p = 4、r = 2、q = 2、H= 1/ 4,得

  QQD
0

| v
4
| dxdy [ C +vx + +v +3 [ C +v x +2

+
C
4 +v +6

,

  QQD
0

| v |
3dxdy [ 1

2QQD
0

| v
4
| dxdy +

1
2QQD

0

| v
2
| dxdy [

      C
2

+vx +2
+

1
4

+v +6
+

1
2
Q1,

则( 20)为

  d
dt
( +v +2

+ L+vx +2
+ H+vy +2

) [ +v +3
+ | D| +uy + +v +2 [

      1
2
(1+ | D| ) C1[ +v +2

+ L+vx +2
+ H+vy +2

] +

      1
8 (1+ | D| ) C1Q

3
1 +

1
LQ1+

| D|
H Q1# 

由Gronwall. s不等式可得( 18) , C1 为常数# 

引理 5  对任意有限数 T I ( 0, ] ) ,当 gxxx、gxxy I L2,则一定存在 Q3使问题(13) ~ (14)

关于 x、y 的周期解u ( x , y , t ) 有估计

  +uxx +2
+ L+uxxx +2

+ H+uxxy +2 [ Q3, (21)

其中 Q3 只与 T、L、D、H、gxxx、gxxy 有关# 

证明  对( 13)微分两次,并令 X = uxx 得

  XXt + XXx + XXy + (3ux X+ uXx ) X+ DX( Xuy + 2uxuxy + uXy ) -

      LXXxxt - HNyyt = 0# (22)

对( 22)在 D0上积分:

  QQD
0

uXXxdxdy = -
1
2QQD

0

ux X
2
dxdy , (23)

  QQD
0

uXXydxdy = -
1
2QQD

0

uy X
2
dxdy , (24)

  QQD
0

XXxxtdxdy = -
1
2

d
dtQQD

0

X2dxdy# (25)

由( 23) ~ ( 25) ,则( 22)可变为

  1
2

d
dtQQD

0

( X
2
+ uX

2
x + HX

2
y)dxdy =

      2DQQD
0

uxuxy X
2dxdy - QQD

0

X2 5
2
ux +

D
2
uy dxdy [

      2 | D|QQ| ux | | uxy | | X
2
| dxdy + QQ| X | 2

5
2
+

D
2
uy dxdy# (26)

令    M = max
D
0

5
2 ux +

D
2 uy , (27)

  QQD
0

| ux | | uxy | | X
2
| dxdy [ 1

2
+ux +2 +uxy +2

+
1
2

+ X+2
, (28)
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代( 27) ~ ( 28)入( 26) ,则( 26)有

  1
2

d
dtQQD

0

( X2
+ LX2

x + HX2
y )dxdy [ MQQD

0

( X2
+ LX2x + HX2

y )dx dy +

      | D|
LH

(2Q1Q2 + HQ2)# 

由Gronwall. s不等式知, ( 21)式成立# 

3  Cauchy问题周期解的唯一性

定理 1  对任意固定常数 T > 0,若初值 g( x , y ) I L 2, 则 Cauchy问题整体解 u( x , y , t )

(13) ~ ( 14) 在[ 0, T ] 上是唯一的# 

证明  设满足方程( 13) ~ ( 14)的两个解分别为 u、v# 令 w = u - v,则 w 满足

  
w t + wx + wy + ( uxw + vwx) + D( uyw + vwy) - Lwxx t - Hwyy t = 0,

w | t= 0 = 0,

(29)

(30)

这里   w ( x + P , y , t ) = w ( x , y + P, t )   t \ 0, x、y 为任意常数# 

对( 29)两端同乘以 w ( x , y , t ) 并在 D 上积分

  QQQD
ww tdxdydt + QQQD

wwxdxdydt +QQQD
wwy dxdydt +

      QQQD
w ( uxw + vwx )dxdydt + DQQQD

w( uyw + vwy )dx dydt -

      LQQQD
wwxxtdxdydt - HQQQD

wwyytdx dydt = 0, (31)

因

  QQQD
wwxdxdydt = QQQD

wwy dxdydt = 0, (32)

  QQQD
vwwxdxdydt = -

1
2QQQD

vxw
2dxdydt , (33)

由( 32) ~ ( 33) ,则( 31)变为

  QQQD

1
2
w

2

t
dxdydt + QQQD

ux -
vx
2

w
2dxdydt +

      DQQQD
uy -

v x
2

w
2dxdydt = 0# 

有

  QQD
0

1
2 w

2
( x , y , T )dxdy [ QQD

0

1
2 w

2
( x , y , 0)dx dy +

      QQQD

vx + Dvy
2

- ux - DTy w
2
dxdy# 

令    M = max
vx + Dvy

2 - ux - Duy ,

由引理3知,这里常数 M 是与u、v 无关# 

由Gronowall. s不等式估计

  E(T ) = QQD
0

1
2 W

2
( x , y , T)dxdy [ E(0) e

2MT# 

因 E(0) = 0, T 为任意固定常数, 当 t \0有 E( t ) = 0# 又因w 是连续函数并且w
2 \0,
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只要 w = 0,得 u = v# 即问题(13) ~ (14) 的整体解 u( x , y , t ) 在[ 0, T ] 上是唯的一的# 

推论  若定理 1条件满足,问题( 13) ~ ( 14)的整体解 u( x , y , t ) 在 L2 意义下关于初值是

稳定的# 

感谢  本文受兰州大学李志深教授的热情关注,特此深表谢意# 
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On Cauchy Problems for the RLW Equation

in Two Space Dimensions

HUANG Zheng_hong

( Depa rtm ent of Foundation , Chon gqin g Institute of Commerce , Chongqin g 400067, P R China )

Abstract: A cnoidal wave solution of the two dimensional RLW equation of are obtained by elliptic in-

tegral method, and the some estimations the uniqueness and the stability of the periodic solution with

both x , y to the Cauchy problem are proved by the priori estimations.

Key words: two dimensions RLW equation; cnoidal wave solution; periodic solution; uniqueness
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