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摘要:  直接从拟协调元的应变关系式出发, 构造具有明确物理意义的幂级数形式的位移函数, 从

而得出拟协调元的常应变和线性应变系数是唯一确定的, 它只能收敛到常应变的结论; 刚性位移

项可采用多种构造方法,不同的方法得出的节点参数与单元的本身的节点参数存在不同阶次的误

差,这与常规位移法有限元不同# 
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引   言

有限元大多是采用位移法建立的, 其作法是假定单元位移场,通过最小势能原理建立有限

元列式,只要单元位移场满足完备性和协调性要求, 建立的有限元就是收敛的# 对于 C0 问题

的有限元,满足二者是容易的,但是对 C1问题, 满足完备和协调则比较困难,如构造协调的三

角形板元需要 21参 5次幂级数[ 1]
, 其实这样做既不经济也不必要# 为避开协调性要求, 卞学

磺
[ 2]
通过假定单元应力场建立了杂交元, 唐立民等

[ 3]、[ 4]
通过假定单元应变场建立了拟协调

元,它们本身并未假设位移函数,但具有良好的计算精度# 事实上它们都对应着某种变分原

理,同时数学上也证明了拟协调元是收敛的[ 5] # 

拟协调元提出后,得到了一些关注# 由于拟协调元是直接假定单元应变场而不是通常的

单元位移场建立的, 即拟协调元没有给出单元位移场就建立了拟协调元列式# 但建立拟协调

元的前提又是单元间位移弱连续条件即拟协调条件,同时位移法是构造有限元最直接、应用最

广泛、最简单的方法,而单元位移函数也是人们分析有限元的基础, 这自然引起人们研究拟协

调元是否对应某种位移函数,如果是,那位移函数到底是什么样子? 文[ 6]提出一种拟协调元

的位移函数,后来文[ 7]证明它就是 BCIZ[ 8]的位移函数, 因为拟协调元对任意网格是收敛的,

而BCIZ 只对部分规则网格收敛,可见它并不是拟协调元的位移函数# 文[ 9]也提出一种位移

函数,因第 10个自由度 d10有多种选法,且自由度选取方式与拟协调元也不同(另文叙述) ,只

是在精度上都收敛到常应变, 在构造上不是真正的拟协调元# 我们认为确实可以找到拟协调

元的位移函数, 通过这个位移函数, 同样可以构造出相应于最小势能原理的拟协调元, 从而为

拟协调元找到一种采用位移函数的构造方法,因其位移函数十分复杂,其计算结果又与原拟协
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调元构造法一致,所以在实际使用时仍按原来的方法构造拟协调元# 

1  薄板弯曲方程弱形式及弱连续条件下的最小势能原理

薄板弯曲的弹性力学平衡方程为:

  
52

Mxx

5x
2 + 2

52
Mxy

5x5y
+

52
Myy

5y
2 + q = 0, ( 1)

q 为分布力# 上式要求微分方程在整个区域内逐点成立,把它写成弱形式:

  QQ8

52
Mxx

5x
2 + 2

52
Mxy

5x5 y
+

52
Myy

5y
2 + q Vd 8 = 0, ( 2)

式中 V 为检验函数# 它可以是离散的局部函数系列,也可以是连续的级数系列, 它必须是完

备的,即它的线性组合可以逼近域内的任何解,以保证当序列趋于无穷时, ( 1)式在域内逐点

成立# 

对上式各项进行分步积分再利用格林公式,并利用

  

Qx =
5Mx

5x
+

5Mxy

5y
, Qy =

5My

5y
+

5Mxy

5x
, Q n = Qxnx + Qyny ,

Mnx = Mxxnx + Mxyny , Mny = Myyny + Mxynx ,

Mnn = Mnxnx + Mnyny , Mns = - Mnxny + Mnynx ,

( 3)

则有:

  - QQ8
Mxx

5 V
2

5 x
2 + 2Mxy

52
V

5x5y
+ Myy

5V
2

5y
2 d 8 +

      R#
Mnn

5 V
5 n

+ Mns
5 V
5s

ds - R#
QnVds - QQ8

qVd 8 = 0# ( 4)

图 1 检验函数的作用子域       图 2 一维 C1 连续梁的检验函数

上式就是板关于内点 O的平衡方程的弱形式# 现设 V = Dw意味着检验函数V就是位移

函数,从而进行有限元的变分计算# Dw 是w 的一个基底时,图 1中ABCDE 就是整个区域内的

一个 Dw 作用的子域# 如果在边界 ABCDE 上逐点满足w = 0, 5w / 5n = 0(逐点 w = 0隐含

5w / 5s = 0) ,则( 4) 式的线积分项为零,这就是经典的最小势能原理[ 10]
, 或者说是位移逐点连

续条件下的最小势能原理# 在一维的情况时更容易说明这一点,图 2是梁单元的检验函数# 

在子域[- 1, 1] 内,在内点 0处的检验函数值为 1、函数的一阶导数值为1; 在子域的边界- 1、1

处,检验函数及其导数为零,因而检验函数是 C1连续的,即保证了单元之间位移和一阶导数逐
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点连续,它可以逼近整个域内的任意一阶可微的曲线# 相对于薄板来说就是位移及其法向导

数连续,满足了协调条件,就可按最小势能原理直接构造有限元列式,构成所谓的协调元:

  - QQ8
Mxx

5 V
2

5 x
2 + 2Mxy

52
V

5x5y
+ Myy

5V
2

5y
2 d 8 = QQ8

qVd 8# ( 5)

对任意一个内点 O, 要求检验函数在边界上逐点满足w = 0,5w / 5 n = 0 , 正如前所述,这

对一维问题的梁来说是容易满足的,但对二维问题的板来说却十分困难# 但我们可以以分片

试验[ 8] 的要求进一步放宽( 4) 式,分片试验要求当单元给定常应力所对应的单元函数时, 至少

包含一个内部节点的( 5) 式精确成立# 对薄板弯曲,常应力就是常弯矩,所对应的位移函数为

全二次多项式# 这时( 4) 式线积分中的弯矩项为常数,剪力为零# 

  R#
Mnn

5 V
5n

ds = E
3

i= 1
MnnC

5 V
5 n

li , ( 6a)

  R#
Mns

5 V
5 s

ds = MnsCR#

5 V
5 s

ds = E
3

i= 1
MnsCi ( Vk - Vj ) , ( 6b)

  R#
QnVds = 0# ( 6c)

满足分片试验只需要满足

  R#

5V
5 n

ds = 0, R#

5V
5s

ds = 0# ( 7)

数学界对分片试验有所批评[ 11] ,但计算力学实践证明它仍是检验非协调元收敛的有效手

段[ 12] ~ [ 16] ,同时数学界也提出了自己的分片试验方法[ 17]、[ 18] , [ 17]条件很弱但应用起来比较

麻烦; [ 18]比较直观,用起来比较简单即 F_E_M_Test,其中强 F1_F2 条件就是弱协调条件:

  Q[ w ] ds = 0, Q5w
5 n

ds = 0, Q5w
5 s

ds = 0, ( 8)

式中[#]表示在单元边界的跳跃值,当单元顶点位移连续时, ( 8)最后一式成立,并且:

  Q[ w ] ds [ ch
2

| w | 2, K
1

GK
2

满足 F1条件,即只需满足下式仍可保证收敛:

  Q5w
5 n

ds = 0, Q5w
5 s

ds = 0# ( 9)

事实上这就是( 7)式,所以只要( 7)成立,式( 4)就当作( 5)使用, 我们仍可按最小势能原理

构造有限元,它意味着单元边界之间是弱连续的, 即

  Q5w
5 n

+

ds = Q5w
5 n

-

ds , Q5w
5 n

+

ds = Q5w
5 s

-

ds# ( 10)

在条件( 10)下的( 5)式就是弱连续条件下的最小势能原理# 这种积分协调条件是相对逐

点协调的弱协调条件,它比拟协调条件更弱, 而拟协调条件要求:

  Qw
+

ds = Qw
-

ds , Q5w
5 n

+

ds = Q5w
5n

-

ds, Q5w
5s

+

ds = Q5w
5s

-

ds# ( 11)

为保证拟协调条件, 拟协调元不是假定单元内位移场而是假设单元边界位移函数来满足

拟协调条件的# 对九参三角形板元,每点 3个参数: w、wx、wy , 对任一边可以确定各边在顶点

的法向导数和切向导数, 因此对边上的函数可构造一个两点Hermite 三次多项式、法向导数的

两点线性多项式[ 3]、[ 4] :

  w l 3 = L
2
1( 1+ 2L 2) w1 + l 3L

2
1L 2

5w
5 s 1

+ L
2
2( 1 + 2L 1) w 2 - l 3L 1L

2
2
5w
5 s 2

, ( 12)
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  5w
5n l3

=
5w
5 n 1

L1 +
5w
5 n 2

L 2# ( 13)

以下以九参拟协调板元为例构造其位移函数# 

2  拟协调元的位移函数

上面从平衡方程的弱形式得出了弱协调条件,下面再从协调方程的弱形式来构造拟协调

元的位移函数# 协调方程的弱形式为:

  QQ8
kx -

52
w

5 x
2 p 1dx dy = 0,

  QQ8
ky -

52
w

5 y
2 p 2dx dy = 0,

  QQ8
kxy -

52
w

5x5 y
p 3dx dy = 0,

式中 k 为薄板曲率# 令 p i = 1, x , y 就得到了拟协调元的推导公式# 对九参拟协调板元,假

定应变函数是线性的, 因而其位移函数是 3次的, 不失一般性, 假定拟协调元的位移函数为

Taylor公式中全三次项, 为描述方便,设三角形重心坐标为 O( 0, 0) ,关于 O点的二元Taylor展

开式为:

  W = W0 + Wx 0x + Wy 0y + Wxx 0
x

2

2!
+ 2Wx y0

xy
2!

+ Wyy 0
y

2

2!
+ Wxxx 0

x
3

3!
+

3Wxxy 0
x

2
y

3!
+ 3Wxyy 0

xy
2

3!
+ Wyyy 0

y
3

3!
+ o ( h

3
)# ( 14a)

相应的位移函数可表示为:

  W = C1 + C2x + C3y +
C4

2
x

2
+ C5xy +

C6

2
y

2
+

C7

6
x

3
+

C8

2
x

2
y +

C9

2
xy

2
+

C10

6
y

3
, ( 14b)

式中: C1 ~ C10为系数# 对照Taylor式,系数的物理意义十分明确# 

相应的应变为:

  52
w

5x
2 = C4 + C7x + C8y , ( 15a)

  52
w

5y
2 = C6 + C9x + C10y , ( 15b)

  2
52

w
5xy

= 2C 5 + 2C8x + 2C9y# ( 15c)

拟协调元就是从( 15)式出发求出 C4 ~ C10的, 所以单元函数的系数 C4 ~ C 10其实已由拟

协调元确定, 只是表现形式不同# 这里 C8、C9 出现两次, 很容易得出只有 7个系数是独立

的[ 3]# C8、C 9由拟协调元方式离散格式不同,但逼近的是同一个值# 

211  常应变项系数

式( 15)中常应变项对应的系数为 C4、C6、2C5, 以下按拟协调元的作法先求常应变# 对

( 15a) 式面积分:

  QQA

52
w

5x
2 dx dy = QQA

( C4 + C7x + C8y ) dx dy# ( 16)

对重心的面积分有:
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  QQA
dx dy = A , QQA

C7x dx dy = 0, QQA
C8 y dx dy = 0,

所以   C4 =
1
AQQA

52
w

5x
2 dx dy# 

应用分步积分及格林公式:

  C4 =
1
AQQA

52
w

5x
2 dx dy =

1
A R5 8

n
2
x
5w
5n

d s -
1
A R5 8

nxny dw , ( 17)

式中围线积分R5 8
为绕三角形3边一周,这时各边沿 x、y 方向的方向导数nx、ny均为常数,假

设位移沿边上的法向导数为线性分布:

  Q1

5w
5n

d s U
l1
2

5w
5 n 2

+
5w
5 n 3

+ o ( h
3
)# ( 18)

略去高阶小量, 展开:

  C4 =
- nx 2 ny 2 + nx 3 ny 3

A
, -

n
2
x3 b3 + n

2
x 2 b2

2A
, -

n
2
x 3c3 + n

2
x 2c2

2A
, , q , ( 19)

下标 1、2、3循环, b1 = y2 - y3, c1 = x 3 - x 2, A 为三角形单元面积# 

  q = [ w 1, wx1, wy 1, w 2, wx 2, wy 2, w3, wx 3, wy 3]
T

,

下标是字母时为对该方向求导,是数字时为节点号,以下同# 同理可得 C5、C6:

  C5 =
n

2
x 2 - n

2
y 2 - n

2
x 3 + n

2
y 3

A
,

- n
2
x 3c3 - n

2
x 2c2

A
,

- n
2
y 3 b3 - n

2
y 2 b2

A
, , q , ( 20)

  C6 =
nx 2ny 2 - nx 3ny 3

A
, -

n
2
y 3 b3 + n

2
y 2b2

2A
, -

n
2
y 3 c3 + n

2
y 2 c2

2A
, , q # ( 21)

导出常应变项时使用了式( 18) ,将( 18)代入( 17)还可得到 C4的误差为 o( h
1
) , 同样 C5、C6

的误差也为 o ( h
1
)# 

212  线性应变项系数
对( 15a)第一式乘 x、y 再对面积分:

  QQA

52
w

5x
2 x dx dy = QQA

( C4x + C7x
2

+ C8xy ) dx dy , ( 22a)

  QQA

52
w

5x
2 y dx dy = QQA

( C4y + C7xy + C8 y
2
) dx dy , ( 22b)

  QQA

52
w

5x
2 x dx dy = R5 8

( wnxn
2
x - wsxnxny - wnx ) ds =

      C7QQA
x

2dx dy + C8QQA
xy dx dy , ( 23a)

  QQA

52
w

5x
2 y dx dy = R5 8

( wnyn
2
x - wsynxny) ds =

      C7QQA
xy dx dy + C8QQA

y
2dx dy# ( 23b)

( 23)式中间线积分项中用到:

  Q3
wnx ds =

l
2
3

6
( 2wn2x 2 + wn1x 2 + 2wn1x1 + w n2x 1) + o ( h

4
) , ( 24)
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  Q3
wny ds =

l
2
3

6
( 2wn2y 2 + wn1y 2 + 2wn1y1 + w n2y 1) + o ( h

4
) , ( 25)

  Q1
wsx ds = E

3

1
wx |

+
- - R5 8

nywd s, ( 26)

  Q1
wsy ds = E

3

1
wy |

+
- - R5 8

nxwd s, ( 27)

  Q1
w ds = l 1

1
2

w 2 +
1
12

wx 2 c1 -
1

12
wy 2b1 +

1
2

w 3 -

1
12

wx 3 c1 +
1
12

wy 3 b1 + o ( h
5
)# ( 28)

( 23)式右端QQA
x

2dx dy、QQA
y

2dx dy、QQA
xy dx dy 即是三角形域在重心处的惯性矩和惯性

积,因而( 23) 式是关于 C7、C8 的二元一次方程组, 略去高阶小量即可简单地求解:

 C7 = A 1 - nx 2ny 2x 1 + nx 3ny 3x 1 +
1
2 ( n

2
y2 + 1) b2 +

1
2 ( n

2
y 3 + 1) b3 +

A 2 - nx 2 ny 2y 1 + nx 3 ny 3y 1 -
1
2

nx 2ny 2 b2 -
1
2

nx 3 ny 3b 3 ,

A 1
1
6

b
2
2nx 2( x 3 + 2x 1) -

1
12

( n
2
y 2 + 1) b2 c2 +

1
12

( n
2
y 3 + 1) b3 c3 +

1
6

b
2
3nx 3( x 2 + 2x 1) -

A 2
1
6

b
2
2nx 2( y3 + 2y 1) +

1
12

b
2
2 n

2
y 2 -

1
12

b
2
3 n

2
y 3 +

1
6

b
2
3 nx 3( y 2 + 2y 1) ,

A 1
1
6 b

2
2ny 2( x 3 + 2x 1) -

1
12( n

2
y 2 + 1) b

2
2 +

1
12( n

2
y3 + 1) b

2
3 +

1
6 b

2
3 ny 3( x 2 + 2x 1) -

A 2
1
6

b
2
2ny 2( y3 + 2y 1) -

1
12

b
2
2 ny2 nx 2 +

1
12

b
2
3 ny 3 nx 3 +

1
6

b
2
3ny3( y2 + 2y 1) , , q ,

 C8 = A 3 nx 2 ny 2x1 - nx 3 ny 3x 1 -
1
2

( n
2
y 2 + 1) b2 +

1
2

( n
2
y3 + 1) b 3 +

A 4 - nx 2 ny 2y 1 + nx 3 ny 3y 1 -
1
2

n
2
x 2 c2 -

1
2

n
2
x3 c3 ,

A 3
1
6 b

2
2nx 2( x 3 + 2x 1) -

1
12( n

2
y 2 + 1) b2 c2 +

1
12( n

2
y 3 + 1) b3 c3 +

1
6 b

2
3nx 3( x 2 + 2x 1) +

A 4
1
6

b
2
2nx 2( y3 + 2y 1) +

1
12

b
2
2 n

2
y 2 -

1
12

b
2
3 n

2
y 3 +

1
6

b
2
3 nx 3( y 2 + 2y 1) ,

- A 3
1
6

b
2
2 ny 2( x 3 + 2x 1) +

1
12

( n
2
y2 + 1) b

2
2 -

1
12

( n
2
y 3 + 1) b

2
3 +

1
6

b
2
3ny 3( x 2 + 2x 1) -

A 4
1
6

b
2
2ny 2( y3 + 2y 1) -

1
12

b
2
2 ny2 nx 2 +

1
12

b
2
3 ny 3 nx 3 +

1
6

b
2
3ny3( y2 + 2y 1) , , q # 

同理:

 C9 = A 1 nx 2 ny 2x1 - nx 3 ny 3x 1 -
1
2

n
2
y 2b 2 -

1
2

n
2
y 3 b3 +

A 2 - nx 2 ny 2y 1 + nx 3 ny 3y 1 -
1
2

nx 2ny 2 b2 -
1
2

nx 3 ny 3b 3 ,

A 1
1
6

c
2
2 nx 2( x 3 + 2x 1) +

1
12

nx 2 ny2 c
2
2 -

1
12

nx 3ny3 c
2
3 +

1
6

c
2
3 nx 3( x 2 + 2x 1) +

A 2 -
1
6 c

2
2nx 2( y 3 + 2y 1) +

1
12 c

2
2 n

2
x 2 -

1
12c

2
3n

2
x3 -

1
6 c

2
3 nx 3( y 2 + 2y 1) ,
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A 1
1
6

c
2
2 ny 2( x 3 + 2x 1) -

1
12

n
2
x 2 c

2
2 +

1
12

n
2
x 3c

2
3 +

1
6

c
2
3 ny3( x2 + 2x 1) +

A 2 -
1
6

c
2
2ny 2( y 3 + 2y 1) -

1
12

b
2
2ny 2nx 2 +

1
12

b
2
3ny 3nx 3 -

1
6

c
2
3ny 3( y2 + 2y1) , , q ,

 C10 = A 3 - nx 2ny 2x 1 + nx 3ny 3x 1 +
1
2 ny 2 ny 2c2 +

1
2 nx 3 ny3 c3 +

A 4 nx 2 ny2 y1 - nx 3 ny3y 1 +
1
2

n
2
x 2c2 +

1
2

n
2
x 3 c3 ,

A 3 -
1
6

c
2
2nx 2( x 3 + 2x 1) -

1
12

nx 2ny 2 c
2
2 +

1
12

nx3 ny 3 c
2
3 -

1
6

c
2
3 nx 3( x 2 + 2x 1) -

A 4 -
1
6 c

2
2nx 2( y3 + 2y 1) +

1
12 b

2
2 n

2
y 2 -

1
12b

2
3 n

2
y 3 +

1
6 c

2
3nx 3( y 2 + 2y 1) ,

A 3 -
1
6

c
2
2ny 2( x 3 + 2x 1) +

1
12

n
2
x 2c

2
3 -

1
12

n
2
y 3 b

2
3 -

1
6

c
2
3 ny 3( x 2 + 2x1) -

A 4 -
1
6

c
2
2 ny 2( y 3 + 2y 1) -

1
12

b
2
2ny 2nx 2 +

1
12

b
2
3ny 3 nx 3 -

1
6

c
2
3ny 3( y2 + 2y1) , , q # 

在计算 C7 ~ C10时,采用了式( 24)、( 25) , 它们都具有4阶小量, 而三角形的惯性矩和惯性

积也具有 4次量纲,这样 C7 ~ C10具有 o ( h
0
) 阶近似,它不能收敛于线性应变,但它们与一次

项的乘积也具有 o( h
1
) 级,因而整个应变的截断误差为 o ( h

1
) ,这与拟协调元的结论一致[ 3] # 

3  刚性位移项及其节点误差

由于拟协调元的推导只是利用了单元边界的弱连续条件,以上求出拟协调元位移函数的

全部二次项(常应变项)和三次项(线性应变项)都是在边上进行离散得到的, 或者只使用了边

参数,而要确定位移函数的前 3项(刚性位移项)则必须利用节点参数# 有多种方法可以确定

位移函数的刚性位移项, 例如:

311  由 w i ( i = 1 ~ 3) 直接确定 C1、C2、C 3

把 ( x i , yi ) i = 1 ~ 3代入( 14) 式则得到一个三元一次方程组,令

  5 =
C4

2
x

2
+ C5xy +

C6

2
y

2
+

C7

6
x

3
+

C8

2
x

2
y +

C9

2
xy

2
+

C10

6
y

3
,

则有   

C1

C2

C3

=
1

2A

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

w 1 - 5 1

w 2 - 5 2

w 3 - 5 3

# 

5 i 为 5 代入 1、2、3点的值, 因为 C 4 ~ C6具有一阶近似、C7 ~ C10具有 0阶近似, 则 5具

有3阶近似,而 ai 的量纲为h
2
, bi、ci 的量纲为 h

1
,则有误差:

  C1 =
1

2A E
3

i= 1
ai ( w - 5 ) i =

o ( h
2
)

o ( h
2
)

o ( h
3
) = o ( h

3
)# 

同理: C2、C3具有误差 o( h
2
)# 这样, 全部系数的误差:

  C1:  o ( h
3
) ,

  C2、C3:  o ( h
2
) ,

  C4、C5、C6:  o( h
1
) ,

  C7、C8、C9、C10:  o( h
0
) # 
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节点误差:

把所求系数代入( 14)式,可见 w 1、w 2、w3是精确满足的,但是 wxi、wy i并不等于该点的节点

处的参数值,而是具有2阶近似,这与用节点参数来确定单元位移函数的有限元不同, 但与石

钟慈教授关于拟协调元的结论是一样的
[ 9]

,以下我们还会得到其它结论# 

312  由 w i、wxi、wy i ( i 分别为 1、2 、3)直接确定 C1、C2、C3 (以 i = 1为例)

代入式(14)后得出 C1 ~ C3# 其中 C2、C3具有2阶小量误差, 而 C1具有1阶小量误差# w 1、

wx 1、wy 1是准确满足的, w 2、w 3具有3阶近似, wx 2、wy 2、wx 3、wy 3具有2阶近似, 这又不同于文[ 9]

的结论# 

313  直接对式( 14)求导确定 C1、C2、C3

在重心对式( 14)求导有: C2 = wx0 求围线积分:

  C2 =
1
AQQA

wx0dx dy =
1
A R5 8

w dy , 其误差: C2 =
o( h

5
)

o( h
2
)

= o ( h
3
)# 

  C3 =
1
AQQA

wy0dx dy = -
1
A R5 8

w dx ,  其误差: C 3 = o( h
3
)# 

C1则可代入1或2、3点的值确定# 这时 C1具有4阶精度,且代入点的位移是精确满足的,

其它的位移都有 4阶精度, 而节点参数 wxi、wyi具有3阶精度# 这里给出了 C1 ~ C3的物理意

义: C1是单元重心处的位移, C2、C3是单元函数在重心处对 x 轴、y 轴的导数,即在重心处单元

绕 x、y 方向的转动# 

314  其它方法确定 C1、C2、C3

除上述三种方法外, 还有许多办法可以确定 C1 ~ C 3, 如只代入 wxi 或wyi 的值也可求得

C1 ~ C3# 作为扩充, 我们认为 9个点参数中的任意 3个均可能唯一确定 3个刚性位移项, 这

样就有 C
3
9种组合, 这时所取的3个参数是可以精确满足的, 而其它 6个参数具有某种阶次的

近似# 311、312都是本扩充的特例# 无论怎样选取参数确定刚性位移项, 都不影响 C4 ~ C10

的变化,因而单元应变总是具有 o ( h
1
) 阶近似, 当单元趋于无穷小时,拟协调元收敛到真解# 

4  结   论

得到位移函数后,我们可以按照常规有限元的方法构造有限元列式,即可直接采用( 15)式

构造单元刚度矩阵, 因为( 15)式也是构造拟协调元的应变函数
[ 3]

,所以二者的 B阵是相同的,

即刚度矩阵相同,也就是说它就是拟协调元的位移函数;我们还可以按常规有限元的方法通过

分析单元位移来分析拟协调元;同时本文通过确定位移函数还得出结论:拟协调元的节点参数

与单元本身的节点参数并不相等, 而是存在某种误差(这与由节点确定单元位移函数的有限元

不同) ,不同的确定刚性位移的方法所得到的位移函数和节点误差不同,正如第 313节所述,因

而拟协调元的位移函数并不是唯一的# 此外与采用形函数构造位移函数的常规的有限元相

比, 本位移函数采用幂级数形式具有明确的物理意义: C1 表示刚体平移, C2、C3 表示刚体转

动, 它们对应变没有影响,也不影响单元刚度矩阵, C4、C6、2C5表示单元的常应变, C7 ~ C 10表

示线性应变# 同时我们方便地得到:因为 C4 ~ C6具有一阶精度,而 C7 ~ C10具有0阶精度,

拟协调元只能收敛到常应变项,而不能收敛到线性应变# 
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The Displacement Function of Quasi_Conforming

Element and Its Node Error

HE Dong_sheng,  TANG Li_min

( Depar tm ent of Engineer in g Mechanics , Dalian Univer sity of

Techn ology , Da lian 116023, P R China )

Abstract: Based on the strain formulation of the quasi_conforming finite element, displacement func-

tions are constructed which have definite physical meaning, and a conclusion can be obtained that the

coefficients of the constant and the linear strain are uniquely determined, and the quasi_conforming f-i

nite element method is convergent to constant strain. There are different methods for constructing the

rigid displacement items, and different methods correspond to different order node errors, and this is

different from ordinary displacement method finite element.

Key words: quasi_conforming element; displacement function; error analysis; finite element method;

9_parameter triangular plate element
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