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时滞微分方程依照两种测度的稳定性
X
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摘要:  运用变异 Liapunov方法,讨论了时滞微分方程依照两种测度的稳定性# 借助于中间测度

h* ( t, x ) , 在未扰动系统为常微分方程的情形下, 得到了关于时滞微分方程非一致和一致稳定性

的判定定理# 
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引   言

众所周知, 在对非线性微分方程进行研究时, 若其未扰动项是线性的, 或者虽为非线性但

具有一定的光滑性, 那么,参数变易法是一种有效的工具# 另一方面, Liapunov 第二方法在非

线性系统研究中的重要性已被充分显示和证明, 它对当代微分方程稳定性理论的建立和发展

起到了决定性的作用
[ 1]# 由于它们在研究非线性问题时卓有成效, 自然会使人们想到将其有

机结合,从而进一步发挥两者的作用# 这一工作已经起步, 将两者相结合而建立的变异 Lia-

punov方法,在对非线性微分系统的稳定性研究中已取得部分成果[ 2] ,但关于泛函微分方程的

稳定性研究其应用还不多见[ 3]# 

本文利用这一方法, 对时滞微分方程依照两种测度的稳定性进行讨论# 通过引入中间测

度 h
*
( t , x ) ,在未扰动系统为常微分方程的情形下,建立了一些稳定性判定准则# 

1  定义与记号

考虑时滞微分系统

  xc = f ( t , x t ) ,  xt
0
= <0, (1)

和常微分系统

  yc = g ( t , y ) ,  y ( t 0) = x0, (2)

其中 f I C[R+ @ C, R
n
] , g I C [R+ @ R

n
, R

n
] , C = C( [- S, 0] , Rn

) , S \0为常数;对每个 x

I C ( [ t 0- S, t 0+ A] , Rn
) ,其中 A\ 0,当 t I [ t 0, t0+ A] 时, x t ( H) = x ( t + H)  (- S [ H
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[ 0) , <0 I C, <0(0) = x 0# 

我们记 (1) 的过( t0, <0) 的解为 x ( t ) = x ( t , t 0, <0) , (2) 的过( t 0, x 0) 的解记为 y ( t ) =

y ( t , t 0, x 0)# 

假定 f , g 具有一定的光滑性以保证(1) 和(2) 的解在 t \ t 0时的存在唯一性,并假定(2)

的解 y ( t , t0, x 0) 关于 x 0满足局部Lipschitz条件,且连续依赖于初始时刻和初始值# 

定义 111  设 V I C[R+ @ R
n
, R+ ] ,定义

  D
+

V( s, y ( t , s, x ) ) = lim
hy 0+

1
h
[ V( s + h, y ( t , s + h , x +

hf ( s , x s) ) ) - V( s , y ( t , s, x ) ) ] , (3)

其中 y ( t , s, x ) 是(2) 的满足 y ( s, s , x ) = x 的任意解( t 0 [ s < t )# 

若 g ( t , y ) = 0, 则 y ( t , s, x ) S x , 于是 y ( t , s + h, x + hf ( s, xs ) ) = x + hf ( s , x s) , 这样,

定义(3) 便转化为

  D
+

V( s, x ) = lim
hy 0+

1
h
[ V( s + h , x + hf ( s , x s) ) - V( s , x ) ] ,

若 V( s , x ) 关于 x 满足局部 Lipschitz 条件, 它恰为 V 沿着 ( 1) 的解的广义右上导数的通

常定义# 

记: K = u I C [R+ , R+ ] : u(0) = 0, u 严格单增 ,

CK = u I C[ R+ @ R+ , R+ ] : P t I R+ , u( t , #) I K ,

# = h I C[ R+ @ R
n
, R+ ] : P t I R+ , inf

x
h( t , x ) = 0 # 

定义 112  设 h0 I #, < I C ,定义

  �h0( t , <) = max
- S[ s [ 0

h0( t + s, <( s) )# (4)

定义 113  设 h0, h I #, 我们称 h0 比 h更细, 假如存在 D> 0及函数 w I CK , 使得当

h0( t , x ) < D时, h ( t , x ) [ w ( t , h0( t , x ) )# 若 w I K , 则称 h0一致细于 h# 

定义 114  设 V I C[R+ @ R
n
, R+ ] , h0, h I # ,我们称 V( t , x ) 是:

� ) h正定的, 若存在 Q> 0及函数 b I K , 使得当 h( t , x ) < Q时, b ( h( t , x ) ) [ V( t ,

x ) ;

� ) h0弱渐少的,若存在 D> 0及函数 a I CK ,使得当 h0( t , x ) < D时,

  V( t , x ) [ a( t , h0( t , x ) ) ;

� ) h0渐少的, 若存在 D> 0及函数 a I K ,使得当 h0( t , x ) < D时,

  V( t , x ) [ a( h0( t , x ) )# 

定义 115[ 4]  设 KI C[ R+ , R+ ] ,那么我们称 K是积分正的, 若当 I = G
]

i= 1
[ Ai , Bi ] ,对 i = 1,

2, ,, Ai < Bi < Ai+ 1且 Bi - Ai \ D> 0时,QI
K( s)ds = ] # 

定义 115*  设 K I C[ R+ , R+ ] , 称 K为一致积分正的, 若当 Ik = G
k

j= 1
[ Ai , Bi ] , ( k = 1, 2,

,) , Ai < Bi < Ai+ 1, Bi - Ai \ D> 0时,对任给 M > 0,存在 K = K ( D, M) , 使当 k > K 时,

  QI
k

K( s )ds \ M# 

定义 116  系统( 1)称为 (�h 0, h ) 稳定的,若对任给 E> 0, t 0 I R+ , 存在 D= D( t 0, E) > 0,

使当�h0( t 0, <0) < D时, h( t , x ( t ) ) < E, t \ t0,其中 x ( t ) = x ( t , t0, <0) 是(1) 过点( t 0, <0) 的
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任意解# 

定义 117  系统( 2)称为 ( h0, h
*
) 稳定的,若对任给 E> 0, t 0 I R+ , 存在 D= D( t0, E) >

0, 使得当 h0( t 0, x 0) < D时, h
*
( t , y ( t ) ) < E, t \ t 0, 其中 y ( t ) = y ( t , t 0, x 0) 是(2) 过点

( t0, x 0) 的任意解# 

以定义116和 117为基础,运用通常的稳定性概念,不难给出其它依照两种测度的稳定性
的定义,这里不再赘述# 通过适当选择 h0, h

*
, h, 可以把在文献中所见到的多种稳定性概念,

统一于依照两种测度的稳定性, 如: 平凡解的稳定性, 部分稳定性及不变集的稳定性等(参见

[ 5] )# 

设 Q> 0, h I # ,定义 S( h , Q) = ( t , x ) I R+ @ R
n
: h ( t , x ) < Q # 

定义 118  系统( 2)称为 ( h0, h ) 严格稳定的, 若对任给 E1 > 0, t 0 I R+ ,存在 D1= D1( t 0,

E1) > 0,使当 h0( t 0, x 0) < D1时, h ( t , y ( t , t 0, x 0) ) < E, t \ t 0, 同时,对任给 D2 < D1,存在 E2

= E2( t 0, D2) < D2,使得当 h0( t 0, x 0) \D2时, h ( t , y ( t , t0, x0) ) \E2, t \ t0,其中 y ( t , t 0, x 0)

是( 2) 过点( t 0, x 0) 的任意解# 若其中的 D1和 E2均与 t 0无关,则称(2) 是( h0, h) 一致严格稳

定的# 

2  主 要结 果

定理 211  假定 h0, h
*
, h I #, V I C [R+ @ R

n
, R+ ] ,�h 0由(4) 定义, 设

1) h
* 比 h 更细, h

*
( t , x ) 关于 t 是非减的;

2) V( t , x ) 关于 x 满足局部 Lipschitz条件, V( t , x ) 是 h 正定的, h
* 弱渐少的;

3) 对某个 Q> 0, t > t 0, 若当 s I [ t 0, t ) 时, h( t , x ( t ) ) > h( s, x ( s) ) ,则

  D
+

V( s, y ( t , s, x ( x ) ) [ 0,  ( s , x ) I S ( h, Q) ,  s I [ t 0, t ) ;

那么,由( 2)的 ( h0, h
*
) 稳定性可以推出(1) 的(�h 0, h ) 稳定性# 

证明  由于 V( t , x ) 是 h正定的,故存在 Q0 I (0, Q) 和 b I K , 使得

  b ( h( t , x ) ) [ V( t , x )   ( ( t , x ) I S ( h, Q0) ) ; (5)

又由 V( t , x ) 是 h
* 弱渐少的知,存在 D0 > 0, a I CK , 使得

  V( t , x ) [ a( t , h
*
( t , x ) )   ( ( t , x ) I S ( h

*
, D0) ) ; (6)

此外,由于 h
*
比 h 更细,故存在 D1 > 0, w I CK ,使得

  h( t , x ) [ w ( t , h
*
( t , x ) )   ( ( t , x ) I S ( h

*
, D1) ) ; (7)

令 t = t 0,由 w I CK 不难知道,可取 D1充分小, 使得 w ( t 0, D1) < Q0# 

设 E I (0, Q0) , t0 I R+ ,由(6) 知,可取 G= G( t 0, E) < min D0, D1 , 使得

  V( t0, x ) [ a( t 0, h
*
( t 0, x ) ) < b ( E)   ( ( t 0, x ) I S( h

*
, G) )# (8)

假定( 2)的 ( h0, h
*
) 稳定性, 那么对此 G, 必存在 D= D( t 0, G) > 0 (设 D< G) , 使得当

h0( t 0, x 0) < D时, h
*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) < G, t \ t 0,其中 y ( t , t 0, x 0) 是(2) 的任意解# 

现设 x ( t ) = x ( t , t 0, <0) 是(1) 的满足�h 0( t 0, <0) < D的任意解,则由(4) 可知, h0( t 0, x 0)

[ �h0( t 0, <0) < D,于是根据(5) ~ (8) 可得

  b ( h( t 0, x 0) ) [ V( t 0, x 0) [ a( t 0, h
*
( t 0, x 0) ) < b( E) ,

故有 h( t 0, x 0) < E# 我们断言: 当 t \ t 0时,恒有 h( t , x ( t ) ) < E# 若不然,则存在 t 1 > t 0,

使得
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  h( t 1, x ( t 1) ) = E,  ( h( t , x ( t ) ) < E  ( t I [ t0, t 1) ) , (9)

这样当 s I [ t 0, t 1)时, h( t 1, x ( t 1) ) > h ( s, x ( s) )# 定义 m( s ) = V( s, y ( t , s, x ( s ) ) , s I [ t 0,

t 1] , 其中 y ( t , s, x ( s) ) 是(2) 的任意解# 据条件3) 知:当 t 0 [ s < t [ t 1时, D
+
m( s) [ 0# 

因而 m( s ) [ m( t 0) , t0 [ s [ t < t 1# 令 s y t
-
, 可得 m( t) [ m( t 0)# 因此当 t = t 1时得

  V( t1, x ( t 1) ) = V( t 1, y ( t 1, t 1, x ( t 1) ) ) [ V( t0, y ( t 1, t 0, x 0) ) [

a ( t0, h
*
( t 0, y ( t 1, t0, x 0) ) ) < b( E) ;

另一方面,由( 5)和 ( 9)得, V( t1, x ( t 1) ) \ b( h( t 1, x ( t 1) ) ) = b ( E) ; 产生矛盾, 因此, h( t ,

x ( t ) ) < E, t \ t0# 即证明了(1) 的(�h 0, h ) 稳定性# 

定理 212  若在定理 211中,将 3)改为

3) *  对某个 Q> 0, 当 s I [ t 0, t ) , ( s , x ) I S( h, Q) 时, D
+

V( s, y ( t , s , x ) ) [ 0;

则由( 2)的 ( h0, h
*
) 渐近稳定性,可以推出(1) 的(�h0, h) 渐近稳定性# 

证明  由定理 211可得( 1)的 (�h 0, h ) 稳定性;于是对 t 0 I R+ , Q0 I (0, Q) ,必存在 D*0 =

D( t 0, Q0) > 0,使得当�h 0( t 0, <0) < D*0 时, h ( t , x ( t ) ) < Q0, t \ t 0,其中 x ( t ) = x ( t , t0, <0) 是

(1) 的任意解# 另一方面,假设(2) 是( h0, h
*
) 渐近稳定的,则对 t 0 I R+ ,存在 D* = D* ( t 0)

> 0# 

使得当 h0( t 0, x 0) < D* 时有 lim
t y ]

h
*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) = 0, 我们不妨设上述所取的 D*0 <

D* # 由3) * 可得: D
+
V( s , y ( t , s, x ( s) ) ) [ 0, s I [ t0, t ) ; 与定理211证明中一样可推得: 0 [

V( t , x ( t ) ) [ V( t 0, y ( t , t0, x0) ) , t \ t 0,这里 x 0= <0(0)# 于是注意到: V( t 0, y ( t , t 0, x 0) ) [

a ( t0, h
*
( t 0, y ( t , t 0, x 0) ) ) [ a( t 0, h

*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) ) ,可以推知lim

t y ]
V( t , x ( t ) ) = 0,再由 V

的 h 正定性可得l im
t y ]

h( t , x ( t ) ) = 0,这说明(1) 是(�h0, h) 渐近稳定的# 

定理 213  若在定理211中,将条件1)改为 / h
* 一致细于 h0,将2) 中的/ V( t , x ) 是h

* 弱

渐少的0改为/ V( t , x ) 是 h
* 渐少的0,则由(2) 的( h0, h

*
) 一致稳定性可以推得(1) 的(�h 0, h )

一致稳定性# 在此基础上,若将 3) 转为 3) * ,则由(2) 的( h0, h
*
) 一致渐近稳定性可以推得

(1) 的(�h0, h) 一致渐近稳定性# 

证明  由 V( t , x ) 关于 h
*
的渐少性,必存在 R > 0, a I K ,使得当 h

*
( t , x ) < R时,

  V( t , x ) [ a( h
*
( t , x ) )# (10)

我们可选择 G> 0,使得 a( G) < b( E) , 且 G< R# E同定理 211证明中一样# 

由 h
* 一致细于 h,存在 D1 > 0, < I K ,使得

  h( t , x ) [ <( h * ( t , x ) ) , ( t , x ) I S( h
*
, D1) , (11)

可选取 D1,使得 <( D1) < Q0 < Q# 

假定( 2)的 ( h0, h
*
) 一致稳定性,则存在 D= D( G) ,使得对任意 t 0 I R+ ,当 h0( t 0, x 0) <

D时, h
*
( t , y ( t , t0, x 0) ) < G,其中 y ( t , t0, x0) 是(2) 的任意解# 

设 x ( t ) = x ( t , t 0, <0) 是(1) 的满足�h0( t 0, <0) < D的任意解,则与定理213中类似可以证
明 h ( t , x ( t ) ) < E, t \ t 0,且这里的 D与 t0 无关,从而可得(1) 的(�h0, h) 一致稳定性# 

下面假定( 2)的 ( h0, h
*
) 一致渐近稳定性, 则由上已知(1) 的(�h0, h) 一致稳定性,只须证

明其(�h0, h) 一致吸引性# 
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设 Q* = min Q0, R ,则存在 D* = D( Q* ) ,使得对 t 0 I R
+
,当 �h0( t 0, <0) > D时,

  h( t , x ( t , t 0, <0) ) < Q* , h
*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) < Q* ,

其中 x ( t , t 0, <0) , y ( t , t 0, x 0) 分别是(1) 和(2) 的任意解,且 x 0 = <0(0)# 故由3) * 和(10) 得:

  V( t , x ( t ) ) = V( t , y ( t , t , x ( t ) ) ) [ V( t0, y ( t , t 0, x 0) ) [

      a( h
*
( t 0, y ( t , t 0, x 0) ) ) [ a ( h

*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) )# (12)

由于( 2)是 ( h0, h
*
) 一致渐近稳定的, 故任给 E I (0, Q* ) ,必存在T = T ( E) ,使得对任意 t 0 I

R+ , 当 t \ t 0+ T ( E) 时, h
*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) < a

- 1
( b ( E) ) ,由(5) 和(12) 得, b ( h( t , x ( t ) ) ) <

b( E) , 于是可得: h( t , x ( t ) ) < E, t \ t 0+ T ( E) ;从而证明了(1) 的(�h0, h) 一致吸引性,定理证

毕# 

定理 214  若对定理 211中的 1)和 2)作与定理 213相同的修改, 并设
3) 存在 C I K , G I C[ R+ , R+ ] , G满足一致积分正条件, 使得对某个 Q1 > 0,

D
+

V( s, y ( t , s , x ) ) [ - G( s ) C( h
*
( t , y ( t , s, x ) ) ) , s I [ t0, t ) , ( s, x ) I S ( h, Q1) ;

(13)

4) h0 I C
1
[R+ @ R

n
, R+ ] ,且 | h

c
0( t , x ) | [ M, ( t , x ) I S( h, Q2) ,其中 M > 0, Q2 > 0,

  h
c
0( t , x ) = h0t ( t , x ) + h0x ( t , x ) f ( t , x t )# 

5) ( 2)是 ( h0, h
*
) 一致严格稳定的;

则( 1)是 (�h0, h) 一致渐近稳定的# 

证明  在上述定理条件下, 由定理 213 可知 ( 1)是 (�h0, h) 一致稳定的, 故对 Q* =

min Q0, Q1, Q2, R ,存在 D0 = D( Q
*
) > 0,使得当�h0( t 0, <0) < D0时, h( t , x ( t , t 0, <0) ) < Q

*
,

其中 x ( t ) = x ( t , t 0, <0) 是(1) 的任意解, Q0, R保证(5) 和(10) 成立# 

由于( 2)是 ( h0, h
*
) 一致严格稳定的,因此对上述 Q* ,存在 D1 = D1( Q

*
) > 0,且对 D* I

(0,min D0, D1 ) ,存在 C* = C( D* ) > 0, 使得

  D* [ h0( t 0, x 0) < D1 ] C* [ h
*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) < Q*   ( t \ t 0) , (14)

其中 y ( t , t0, x 0) 是(2) 的任意解# 

取�D= min D0, D1 , 任给 E I (0, Q
*
) , t 0 I R+ ,我们要证明存在T ( E) > 0, 使得(1) 的满

足�h0( t 0, <0) < �D的任意解 x ( t ) = x ( t , t 0, x 0) , 当 t \ t0 + T ( E) 时,满足 h ( t , x ( t ) ) < E# 

用反证法, 如若不然,对某个 E I (0, Q* ) ,设 D= D( E) > 0( D< 2min D0, D1 ) 是由(1)

的(�h0, h) 一致稳定性确定, 若有一个解 x ( t ) 满足�h0( t 0, <0) < �D, 但�h0( t , x t ) \ D, t \ t 0,那

么,在每一个长度为 S的区间上,必有�t ,使得 h0(�t , x (�t ) ) \ D,按照这一原则, 可以取得一个

序列 tk ,使得

  t 0+ (2k - 1) S [ tk < t 0+ 2kS, h0( tk , x ( t k) ) \ D  ( k = 1, 2, ,)# 

由关于 h0的假设可知, 在 tk -
D
2M [ t [ tk +

D
2M 上,恒有 h0( t , x ( t ) ) \ D

2# 显然我们可以

通过适当地放大 M而使得诸区间 t k -
D
2M , tk +

D
2M 互不相交,这样在这些区间上, 即当 s I

tk -
D
2M, t k +

D
2M 时, 存在相应的 C= C( D) ,使得 h

*
( t , y ( t , s , x ( s ) ) ) \C# 由条件(3)可
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得,设 k 为使 tk +
D
2M
不超过 t 的最大整数,则

  V( t , x ( t ) ) [ V( t 0, y ( t , t 0, x 0) ) - Q
t

t
0

G( s) C( h
*
( t , y ( t , s, x ( s ) ) ) ) ds [

      a( h
*
( t 0, y ( t , t 0, x 0) ) ) - E

k

i= 1
Q

t
i
+
D
2M

t
i
- D
2M

G( s ) C( h
*
( t , y ( t , s , x ( s) ) ) )ds [

      a( h
*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) ) - C( C) E

k

i= 1Q
t
i
+ D
2M

t
i
-
D
2M

G( s )ds [

      a( Q* ) - C ( C) E
k

i = 1Q
t
i
+ D
2M

t
i
-
D
2M

G( s)ds# (15)

由于 G( s ) 满足一致积分正条件,故存在�k = �k ( D, C) ,使得E
�k

i = 1
Q

t
i
+

D
2M

t
i
- D
2M

G( s)ds >
a ( Q

*
)

C( C)
,于是当

k > �k 时,便产生矛盾,故取 T = �k + 1, 则存在�t I ( t0, t 0+ 2TS) , 使得�h 0(�t , x�t ) < D, 从而

当 t \ t 0+ 2TS时, h( t , x ( t ) ) < E, 这个 T 与 t0 无关, 这样便证得了(�h0, h) 一致渐近稳定

性# 

定理 215  假定定理 211的条件 1) , 2)成立,并设

3) 存在 C I K , G I C[ R+ , R+ ] ,使得对某个 Q1 > 0,

D
+

V( s, y ( t , s , x ) ) [ - G( s ) C( h
*
( t , y ( t , s, x ) ) ) , s I [ t0, t ) , ( s, x ) I S ( h, Q1) ,

其中 G满足积分正条件:

4) 对某个 Q2 > 0和任意 F< Q2, h I C
1
[ S

c
( h, F) H S ( h, Q2) , R+ ] ,且存在 M( F) > 0,

使得当( t , x ) I S
c
( h, F) H S ( h, Q2) 时, | hc( t , x ) | [ M( F) , 其中 S

c
( h, F) 表示 S ( h, F) 的

补集, hc( t , x ) = ht ( t , x ) + hx ( t , x ) f ( t , x t ) ;

5) ( 2)是 ( h0, h
*
) 一致严格稳定的;

6) h 一致细于h0;

则( 1)是 (�h0, h) 渐近稳定的# 

证明  由( 2)的 ( h0, h
*
) 一致严格稳定性,取 Q= min D0, Q1, Q2 (其中 D0> 0为(6) 中的

数) , 必存在 D* = D( Q) > 0,使得对任给 t 0 I R+ ,当 h0( t 0, x 0) < D* 时,

  h
*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) < Q  ( t \ t 0) , (16)

且对任给 A I (0, D
*
] ,存在 C= C( A) > 0, 使得对任给 t 0 I R+ ,当 h0( t 0, x 0) \ A时,

  h
*
( t , y ( t , t 0, x 0) ) \ C  ( t \ t 0) , (17)

其中 y ( t , t0, x 0) 是(2) 的任意解# 

由定理211可知( 1)的 (�h 0, h ) 稳定性,故对 t0 I R+ , D* = D( Q) > 0(不妨设 D* < Q) ,存

在 D0 = D( D
*
) , D0 < D

*
,使得当 �h0( t 0, <0) < D0时,

  h( t , x ( t , t 0, <0) ) < D*   ( t \ t 0)# (18)

由于 h 一致细于h0,故存在 �D> 0(�D< D* ) ,�< I K , 使当 h0( t , x ) < �D时,

  h( t , x ) [ �<( h0( t , x ) )# 

我们断言: 当 �h0( t 0, <0) < D0( D0 < �D) 时, lim
t y ]

( t , x ( t , t 0, <0) ) = 0# 

首先,我们证明 lim
t y ]

( t , x ( t , t 0, <0) ) = 0# 否则,必存在 A< D0及T \ t0,使得当 t \T 时,
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h ( t , x ( t ) ) \ A# 于是存在 B I (0, min �<- 1( A) , �D ) , 使得当 t \T 时, h0( t , x ( t ) ) \ B# 由

(17) 可知:存在 K= K( B) > 0, 使得 h
*
( t , y ( t , s , x ( s ) ) ) \ K, T [ s [ t# 根据条件 3) 得:

  V( t , x ( t ) ) [ V(T , y ( t , T , x ( T ) ) ) - Q
t

T
G( s) C( h

*
( t , y ( t , s, x ( s ) ) ) )d s [

      a( T , h
*
( T , y ( t , T , x ( T) ) ) ) - C( K)Q

t

T
G( s)ds [

      a( T , h
*
( t , y ( t , T , x ( T ) ) ) ) - C ( K)Q

t

T
G( s )ds [ a( T , Q) - C ( K)Q

t

T
G( s)d s,

因而推得当 t y+ ] 时, V( t , x ( t ) ) y- ] ,产生矛盾# 

以下来证 lim
t y ]

h( t , x ( t , t0, <0) ) = 0# 若其不为零,则存在 C I (0, min D0/ 2, �D/ 2 ) 及序

列 t 0 < a1 < b1 < a2 < b2 < ,< ak < bk < ,,当 k y+ ] 时, ak y+ ] , 使得

  h( ak , x ( ak) ) = C, h ( bk , x ( bk) ) = 2C, h( t , x ( t ) ) \ C,  t I [ ak , bk ]# (19)

此时, 由条件 4 ) 和 ( 19) 得, bk - ak \ C
M ( C)

, ( k = 1, 2, ,)# 同时存在 B I (0,

min �<- 1( C) , �D ) ,当 t I [ ak , bk ] 时, h0( t , x ( t ) ) \ B# 这样由(2) 的( h0, h
*
) 一致严格稳定

性,必存在 L= L( B) > 0,使得当 s I [ ak , bk ] , t \ s 时, h
*
( t , y ( t , s, x ( s ) ) ) \ L,由 3) 可

知:若 k 是使得 bk [ t 的最大正整数,则

V( t , x ( t ) ) [ V( t0, y ( t , t 0, x ( t 0) ) ) - Q
t

t
0

G( s ) C( h
*
( t , y ( t , s, x ( s) ) ) )ds [

    a( t0, h
*
( t0, y ( t , t 0, x ( t 0) ) ) ) - E

k

j= 1Q
b
j

a
j

G( s) C( h
*
( t , y ( t , s, x ( s ) ) ) ) ds [

    a( t0, h
*
( t , y ( t , t0, x ( t 0) ) ) ) - C( L) E

k

j= 1
Q

b
j

a
j

G( s )ds [

    a( t0, Q) - C( L) E
k

j= 1Q
b
j

a
j

G( s)d s,

令 t y ] , 则上式右端趋向于- ] , 因而产生矛盾# 综上所述可知, lim
t y ]

h( t , x ( t , t 0, <0) ) =

0# 所以(1) 是(�h0, h) 渐近稳定的# 

最后,我们用一个例子来说明本文定理的优越性, 并用它结束本文# 

例 1  考虑系统

  

x
c
1( t ) = x 1( t ) cos tsin

2
t - x

3
1( t ) E

3

j= 1Q
0

- R
1 j

k 1j ( t , s ) x
2
j ( t + s )ds,

x
c
2( t ) = x 2( t ) cos

2
tsint - x 2( t ) E

3

j= 1Q
0

- R
2 j

k 2j ( t , s ) x
2
j ( t + s )ds,

x
c
3( t ) = x 3( t ) cos tsint - x

5
3( t ) E

3

j= 1Q
0

- R
3j

k3 j ( t , s) x
2
j ( t + s)ds ,

x1t
0
= <1,  x 2t

0
= <2,  x 3t

0
= <3

(20)

和系统
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y
c
1 = y 1cos tsin

2
t ,

y
c
2 = y 2sintcos

2
t ,

y
c
3 = y 3sintcos t ,

y1( t 0) = x 10,  y 2( t 0) = x 20,  y 3( t0) = x 30,

(21)

其中: 0 [ Rij [ S, S> 0, kij ( t , s ) \ 0, <j I C  ( i , j = 1, 2, 3; t0 I R+ , t \ t 0) ,

x 10 = <1(0) ,  x 20 = <2(0) ,  x 30 = <3(0)# 

容易求得( 21)的解为

y ( t , t 0, x 0) =

y 1( t , t 0, x 10)

y 2( t , t 0, x 20)

y 3( t , t 0, x 30)

=

x 10exp
1
3
[ sin3t - sin3 t0]

x 20exp
1
3
[ cos3t 0- cos3t ]

x 30exp
1
2 [ sin

2
t - sin

2
t0]

# 

在 R
3
中,范数 | x | 1 = max | xi | : i = 1, 2, 3 , | x | 2= E

3

i = 1
| xi | , | x | 3 = x

2
1+ x

2
2+ x

2
3是

等价的# 在其中任取 h0, h
*
和 h ,均有(21) 的( h0, h

*
) 一致稳定性# 令 V( t , x ) =

1
2 ( x

2
1+

x
2
2+ x

2
3) ,显然 V( t , x ) 为 h 正定的和h

*
渐少的# 注意到

Vc( s, y ( t , s, x ( s ) ) ) =

x1( s ) exp
2
3
[ sin

3
t - sin

3
s ]

x2( s ) exp
2
3
[ cos3 s - cos3 t ]

x 3( s ) exp sin
2
t - sin2s ]

T

@

    

- x
3
1( s) E

3

j= 1
Q
0

- R
ij

k 1j ( s, T) x 2j ( s + T)dT

- x 2( s) E
3

j= 1
Q
0

- R
2 j

k 2j ( s, T) x 2j ( s + T)dT

- x
5
3( s ) E

3

j= 1
Q
0

- R3j
k 3j ( s , T) x

2
j ( s + T)dv

=

    - exp
2
3
[ sin3t - sin3 s] x

4
1( s) E

3

j= 1
Q
0

- R
1 j

k1j ( s, T) xj ( s + T)dT-

    exp 2
3 [ cos

3
s - cos

3
t ] x

2
2( s) E

3

j= 1Q
0

- R
2 j

k 2j ( s , T) xj ( s + T)dT-

    exp sin2t - sin2 s x
6
3( s) E

3

j= 1Q
0

- R
3j

k3j ( s, T) xj ( s + T)dT [ 0,

故由定理 213可知( 20)是 (�h0, h) 一致稳定的# 
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Stability Criteria in Terms of Two Measures for

Delay Differential Equations

KOU Chun_hai,  ZHANG Shu_nian

( Depar tm ent of Applied Ma them atics , Shan ghai J iaotong Un iv er sity , Shan gha i 200240)

Abstract: By using the variational Liapunov method, stability properties in terms of two measures for

delay differential equations are discussed. In the case that the unperturbed systems are ordinary differ-

ential systems, employing auxiliarymeasure h* ( t, x ) , criteria on nonuniform and uniform stability in

terms of two measures for delay differential equations are established.

Key words: delay differential equations; variational Lyapunov method; stability; two measures
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