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摘要:  提出了一种拟摄 动理论 ) ) ) 线化和校正方法# 在该理论中, 不象传统的摄动方法假设其

近似解可表示成小参数的级数形式,而是先把方程线性化,再求其线化方程的解,然后再校正线化

方程的解# 这样得到的近似解不受方程中的/参数0的影响# 
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引   言

几乎所有的摄动理论都依赖于小参数假设:方程的解可表示成小参数 E的级数形式

  u = u0+ Eu1+ E
2
u2+ ,, (1)

式中 u0为未扰动方程( E= 0) 的解# 所以校正式(1) 只有在摄动参数 E很小时才有效# 如

果 u0 是原非线性方程的一个近似解,而不管方程中参数 E的大小, 那么得到的近似解就有可

能对大参数 E也有效, 这是本文的企图# 

大家知道大多数非线性方程不存在小参数或难确定小参数,在这种情况下,可假设近似解

可表示为

  u = u0+ u1, (2)

在这里 u0 是线化方程的解, u1是 u0 的校正项,即应有以下关系

  | u0 | m | u1 | # (3)

显然如果 u1能精确求得,那么可得到问题的精确解;然而对于非线性方程 u1只能通过一

定的方法近似解得# 本文通过几个例子说明该思想的应用是很有效的并且也很方便# 我们

称该新理论为线化校正方法# 

在阐述这种新理论之前, 在第 1节将综述一下/人工参数0摄动理论;在第2节将阐述该新

理论的基本思想;在第 3节将给出一些应用,通过和精确解比较可以发现本文得到的近似解具

有相当高的精度# 
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1  人工参数摄动方法

为了求解无小参数的非线性方程, 最近文献上出现一些新的摄动理论,这些理论都借助人

工摄动参数# 为了说明问题, 考虑下面一个简单方程:

  uc+ u
2
= 1,  u( 0) = 0 (4)

它有精确解

  uex =
1 - e- 2t

1 + e
- 2t ,

由于方程中没有小参数, 文献[ 1]引进了一人工参数 E:

  uc+ ( Eu + 1) ( u - 1) = 0,  E= 1# (5)

并假设方程( 5)的解可表示成 E的级数形式,于是可得方程(5) 的摄动解

  u = (1- e- t
) + Ee- t

( e- t
+ t - 1)# (6)

在方程( 6)中令 E= 1即可得到原方程(4) 的近似解

  u = (1- e
- t
) + e

- t
( e

- t
+ t - 1)# (7)

可见上述近似解( 7)具有相当高的精度# 但是这种方法很有技巧性,如果按以下方法嵌入人工

参数 E:

  uc+ ( u + 1) ( Eu - 1) = 0# (8)

那么得到的解就不一致有效了# 鉴于上述认识,文献[ 2, 3]提出了同伦摄动理论,根据这种理

论可构造含嵌入参数 p I [ 0, 1] 的一个同伦 ( homotopy) ,对于上述方程可构造以下一个同伦

  (1 - p ) ( vc+ Av - u
c
0- Au0) + p ( vc+ v

2
- 1) = 0, (9)

式中 u0为方程初始近似解, A为线化参数# 方程(1) 中非线性项可用一个线性项近似表示

  u
2
~ Au# (10)

有多种方法可识别线化参数 A,最常用的是最小二乘法,即让下面的表达式取极小:

  Q
t
0

o
( u

2
- Au)

2
dt y min# (11)

很显然当嵌入参数 p 为零时,方程(9) 变成一个线性方程;而嵌入参数为 1时,方程变成了

原来的非线性方程# 这样可把 p 看成是小参数,并可假设方程(9) 的解可表为

  v = v0+ pv1+ p
2
v2 + , (12)

于是可得方程( 9)的摄动解,再令 p = 1即可得到原方程的近似解:

  u = v0 + v1+ v2+ ,, (13)

这里我们写出其一阶近似解:

  u = 1- e- 2t
+

1
2
( e- 4t

- e- 2t
)# (14)

很明显近似解也具有很高的精度# 

最近文献[ 4]提出了一种参化摄动方法,根据这种理论小参数是通过以下一个变换而引入

的

  u = Ev + b (15)

式中 E为小参数, b 为一常数# 

把( 15)代入( 4)得

  vc+ Ev
2
+ 2bv +

1
E
( b

2
- 1) = 0,  v(0) = -

b
E

# (16)
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为了方便令 b = 1,于是可得以下含小参数 E的摄动方程

  vc+ Ev2
+ 2v = 0,  v (0) = - 1/ E# (17)

假设方程( 17)的解可表示成

  v( t ) = v 0( t ; E) + Ev1( t ; E) + E2
v2( t ; E) + ,# (18)

把式( 18)代入方程( 17)得

  v
c
0+ 2v0+ E( vc

1 + 2v1+ v
2
0) + ,= 0,  v (0) = -

1
E

# (19)

在方程( 19)中令

  v
c
0+ 2v0 = 0,  v 0(0) = -

1
E
, (20)

  v
c
1+ 2v1+ v

2
0 = 0,  v1(0) = 0# (21)

注:和传统摄动法不同, v i 可含参数E,并且我们总是假设 v0( 0) = v (0) 和 E
i= 1

v i (0) = 0# 

求解上述线性方程得

  v0 = -
1
E

e- 2t
, (22)

  v1 =
1

2E2( e
- 4t

- e- 2t
)# (23)

于是可得方程( 17)的一阶近似解

  v = v0+ Ev 1 = -
1
Ee

- 2t
+

1
2E( e

- 4t
- e

- 2t
)# (24)

由变换式( 15) ,我们可得原方程的一个近似解

  u = Ev + 1 = 1 - e- 2t
+

1
2
( e- 4t

- e- 2t
)# (25)

可见一阶近似已具有很高精度# 

我们可把方程( 4)写成如下形式:

  uc+ Au - 1 = Au - u
2
,  u(0) = 0, (26)

式中 A为线化系数,可由式( 11) 确定,为了能应用摄动理论,我们在方程(26) 嵌入一人工参数

E:

  uc+ Au - 1 = E( Au - u
2
) ,  u(0) = 0, (27)

这种方法称为线化摄动方法[ 5, 6]# 这样我们方便地应用摄动法求解上述方程# 对于非线性振

动方程, u1 不应出现长期项, 根据这一要求可确定系数 A[ 5, 6]# 其他一些方法可参考文献

[ 7]# 

本文将提出不同于上述方法的一种新理论,称之为线化校正方法# 

2  新理论的基本思想

为了阐述的方便,我们考虑下面形式的非线性方程

  d
2
u

d t2
+ X2

u = N ( u) ,  u(0) = A ,  uc(0) = 0, (28)

式中 N 为一个非线性算子# 

把方程( 28)中的非线性线用一个线性项来逼近
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  N ( u) ~ Au , (29)

其中 A为一个线化参数# 于是可得以下线化方程

  ud+ B
2
u = 0,  u(0) = A ,  uc( 0) = 0, (30)

式中

  B
2
= X

2
+ A# (31)

线化方程( 30)的解可以非常容易地得到:

  u0 = A cosBt , (32)

当然 u0不是原方程的精确解,只是一个近似解,为此要用适当的方法校正它# 先把原方

程(28) 等价地写成如下形式

  d2
u

d t2
+ B2

u - N ( u) - Au = 0,

  u(0) = A ,  uc(0) = 0# (33)

假设方程( 28)或( 33)的解可表示成

  u = u0+ u1# (34)

把式( 34)代入方程( 33)可得

  u
d
1+ B2

u1- N ( u0+ u1) - A( u0+ u1) = 0,

  u1(0) = 0,  u
c
1(0) = 0# (35)

根据该理论的基本假设: | u0 | m | u1 | ,我们可得

  N ( u0+ u1) U N( u0) , (36)

  u0+ u1 U u0# (37)

于是方程( 35)可近似地用以下线性方程表示

  u
d
1+ B2

u1- N ( u0) - Au0 = 0,  u1(0) = 0,  u
c
1(0) = 0# (38)

为了更进一步提高精度, 可把 N ( u0+ u1) 展开成Taylor级数

  N ( u0+ u1) = N( u0) + u1Nc( u0) + , (39)

于是方程( 35)可近似表示成Mathieu方程
[ 8]

  u
d
1+ ( B

2
+ Nc( u0) ) u1- N ( u0) - Au0 = 0,

  u1(0) = 0,  u
c
1(0) = 0# (40)

3  应   用

考虑 Duffing 方程
[ 8]

  ud+ u + Eu
3
= 0,  u (0) = A ,  uc(0) = 0# (41)

在本文中参数 E不受/小参数0的限制, 即 0 [ E< + ] # 

把非线性项 Eu
3
线化成

  Eu
3
~ Au, (42)

式中 A为线化参数# 于是得以下线化方程

  ud+ B2
u = 0,  u(0) = A ,  uc( 0) = 0, (43)

式中

  B2
= 1 + A# (44)

把方程( 41)写成如下形式
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  ud+ B2
u + Eu3

- Au = 0,

  u(0) = A ,  uc(0) = 0# (45)

设 u = u0+ u1, 式中 u0是线化方程(43) 的解, 于是可得

  
u

d
1+ B2

u1+ E( u0+ u1)
3
- A( u0+ u1) = 0,

u1(0) = 0,  u
c
1(0) = 0# 

(46)

上述方程可近似地表示成

  
ud1+ B2

u1+ Eu3
0- Au0 = 0,

u1(0) = 0,  u
c
1(0) = 0# 

(47)

注意到 u0 = AcosBt ,方程(47) 可重写成

  u
d
1+ B2

u1+
3
4
EA 2

- A AcosBt +
1
4
EA 3cos3Bt = 0# (48)

为了消除长期项,令 cosBt的系数等于零,于是可得

  A=
3
4 EA

2# (49)

方程( 48)的解为

  u1 = -
A

3

32B2( cosBt - cos3Bt )# (50)

于是我们得到了方程的近似解

  u = u0+ u1 = AcosBt -
EA 3

32B2( cosBt - cos3Bt ) , (51)

其中的角频率可表示为

  B= 1+ A= 1+ 3
4
EA 2

, (52)

这和改进的 Lindstedt_Poincare方法[ 6, 7]得到的结果完一致# 

显然当 E很小时, 即 0 < E n 1# 角频率可近似表示为

  B= 1+ 3
8
EA 2# (53)

在这种情况下, 我们得到的结果和用 Lindstedt_Poincare 方法
[ 9, 10]
得到的结果完一致,但是

本文得到的结果并不受小参数的限制# 本文得到的近似周期可表示为

  T =
2P

1 + 3EA 2
/ 4

# (54)

为了便于比较, 我们写出其精确周期[ 8]

  T ex =
4

1+ EA 2Q
P/ 2

0

dx

1- ksin2
x
, (55)

其中   k =
EA 2

2( 1+ EA 2
)
# 

很显然式( 54)对于所有的 E都一致有效,即使当 Ey ] 时

  lim
Ey ]

T ex

T
= l im

Ey ]

1+
3
4
EA 2

2P
4

1+ EA 2Q
P/ 2

0

dx

1- k sin2
x

=

      2 3/ 4
P Q

P/ 2

0

dx

1- 015sin2
x
= 01929 4# (56)
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可见其最大相对误差小于 7%# 

为什么得到的解对于所有的 E都一致有效呢?根据式(3) 的假定, 当

  
EA 2

32B2
< 1 (57)

或

  B2
>

1
32
EA 2

(58)

时,得到的近似解将一致有效# 由式( 52) ,上述不等式可重写成

  1+
3
4
EA 2

>
1
32
EA 2

, (59)

显然当 EA 2 y ] 时,上述不等式也成立,所以我们得到的近似解对于所有的 E都一致有效# 

为了进一步说明方法的有效性,下面再来求数学摆的近似解# 

  ud+ X2sinu = 0,  u( 0) = A ,  uc(0) = 0# (60)

应用Taylor级数,方程( 60)可写成

  ud+ X2
u + X2 E

]

n= 1

(- 1)
n

(2n + 1) !
u

2n+ 1
= 0, (61)

方程( 61)可进一步写成如下形式

  ud+ B2
u + E

]

n= 1

(- 1)
n
X

2

(2n + 1) !
u

2n+ 1
- Au = 0, (62)

式中

  B2
- A= X2

, (63)

其中 A为线化参数# 

设 u = u0+ u1, 式中 u0是线化方程的解,于是可得

  u
d
1+ B2

u1+ E
]

n= 1

(- 1) nX2

(2n + 1) !
( u0+ u1)

2n+ 1
- A( u0+ u1) = 0, (64)

其初始条件为 u1(0) = 0及 u
c
1(0) = 0# 

上述非线性方程可近似地表示成

  u
d
1+ B2

u1+ E
]

n= 1

(- 1)
n
X

2

(2n + 1) !
u

2n+ 1
0 - Au0 = 0, (65)

把 u0 = AcosBt代入方程(65) 得

  u
d
1+ B

2
u1+ E

]

n= 1

(- 1)
n
X

2

(2n + 1) ! A
2n+ 1

cos
2n+ 1

Bt - AA cosBt = 0# (66)

在上式中应用三角恒等式:

  cos2n+ 1H=
1

22n cos(2n + 1) H+ (2n + 1) cos(2n - 1) H+ ,+
(2+ 1) !

n !( n + 1) !
cosH

并合并同类项, 为了消除长期项,令 cosBt的系数等于零:

  X2 E
]

n= 1

(- 1) n
(2n + 1) !

22n
(2n + 1) ! n !( n + 1) !

A
2n+ 1

- AA = 0 (67)

或

  A= X2 E
]

n= 1

(- 1) n

22n
n! ( n + 1) !

A
2n
, (68)

于是角频率可表示为
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  B= X2
+ A= X 1+ E

]

n= 1

(- 1) n

22n
n!( n + 1) !

A
2n

(69)

应用变分迭代方法[ 11] ,我们可以非常方便地求得线性方程( 66)的解

u1( t ) =
1
BQ

t

0
sinB( S- t) E

]

n= 1

(- 1) nX2

(2n + 1) !
A

2n+ 1cos2n+ 1BS- AA cosBS dS =

    1
BQ

t

0
sinB( S- t) X2sin( A cosBS) - A (1+ A) cosBS dS, (70)

我们写出其中的前二项

  u1( t ) U -
(16 - A

2
) A

3

3 027B2 ( cos3Bt - cosBt ) +

A
5

46 080B2( cos5Bt - cosBt ) + , (71)

于是得方程的解

u = u0+ u1 = A cosBt +
X2

BQ
t

0
sinB( S- t) sin( AcosBS) - A (1+ A) cosBS dS U

    AcosBt -
(16- A

2
) A

3

3 027B2 ( cos3Bt - cosBt ) +
A

5

46 080B2( cos5Bt - cosBt ) , (72)

式中的角频率 B由式(69) 确定# 数学摆的近似周期可表示为

  T =
2P

X 1+ E
]

n= 1

(- 1)
n

22n
n !( n + 1) !

A
2n

=

      2P

X 1 -
1
8 A

2
+

1
192A

4
- ,

(73)

上式也具有很高的精度# 当 A 很小时可得

  T =
2P
X

1 +
1
16
A

2
, (74)

因此在这种情况下, 我们得到的结果和Mickens[ 12]和Hagedorn[ 13]的相应结果完全一致# 但是

我们得到的结果对于大的 A 也一致有效 # 即使当 A = P/ 2 时, 我们得到的近似解为 T =

1117T 0,而精确解为 T ex = 1116T 0,式中 T 0 = 2P/ X# 

4  结   论

本文中给出了一种新的非线性分析方法(线化校正方法)# 从给出的二个例子来看, Dufff-

ing 方程的近似周期的最大相对误差小于 7%, 而对于数学摆即使当初始转角为 P/ 2时,近似周

期的最大相对误差小于也小于 019%# 因此我们有理由相信该理论是比较有效和方便的# 
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Linearization and Correction Method for

Nonlinear Problems

HE Ji_huan

( Shan gha i Un iver sity , Shangha i Institute of Applied Mathem atics

and Mechan ics , Shangha i 200072, P R Chin a )

Abstract: A new perturbation_like technique called linearization and correction method is proposed.

Contrary to the traditional perturbation techniques, the present theory does not assume that the solu-

tion is expressed in the form of a power series of small parameter. To obtain an asymptotic solution of

nonlinear system, the technique first searched for a solution for the linearized system, then a correc-

tion was added to the linearized solution. So the obtained results are uniformly valid for both weakly

and strongly nonlinear equations.

Key words: nonlinearity; asymptotic solution; perturbation technique
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