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矩阵构造法在动力模型物理
参数识别中的应用
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摘要:  通过矩阵奇异值分解得到矩阵构造的表达式, 并将其应用于动力模型物理参数识别问

题# 根据矩阵构造表达式的特点,可以使参数识别模型降阶,降阶后的模型与原模型之间的数学

和物理性质有明确的对应关系,避免了为忽略高阶频率而采用缩聚方法造成的误差# 最后,数值

算例获得满意的结果# 
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引   言

物理参数识别是航空航天、机械、土木等领域经常遇到的问题# 例如在土木工程中, 由于

材料特性复杂这一显著特点,往往需要利用实测数据, 反演出结构中材料的某些物理参数,并

根据反演的参数进行深入的结构分析# 在振动试验的实测过程中, 一般只能测得部分振型和

频率# 为了充分利用实测的数据, 减少计算量,本文提出了一种适合于动力模型物理参数识别

的方法# 该方法通过矩阵分解得到矩阵构造的表达式, 并将其应用于动力模型物理参数识别

问题# 不同的矩阵分解技术, 可以获得不同的矩阵构造的表达式[ 1] [ 2] , 根据矩阵构造表达式的

特点,可以使参数识别模型降阶,降阶后的模型与原模型之间的数学和物理性质有明确的对应

关系# 结构的刚度矩阵和质量矩阵一般视为物理参数的函数,以计算得到的频率尽量接近实

测的频率为准则,建立等价的非线性方程组, 采用 Newton法求解# 本文利用奇异值分解技术,

将刚度矩阵和质量矩阵分解成与实测频率数目相等的子刚度矩阵和子质量矩阵,计算工作在

降阶后的模型中进行# 另外, 本文还考虑了对称结构中常见的重特征值情形, 给出了重特征

值导数的计算方法# 数值算例为识别一个三层钢架结构的惯性矩, 结果表明, 本方法的效能

很好# 

1  矩阵构造的数学描述及其表达式

本节详细的介绍矩阵构造法# 也是为了在下节能够方便、清楚地叙述该方法在动力模型

物理参数识别中的应用# 
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111  矩阵构造的数学描述

问题的提法  给定 X I R
n@ r

, 8 = diag( X21I k
1
, X22Ik

2
, ,, X2mIk

m
) , E

m

i= 1

ki = r ,并且 X1, ,,

Xm互异,求 K, M I SR
n@ n

,使得

  KX = MX 8 , (1)

其中 SR
n@ n

= A I R
n@ n

| A
T
= A # 

112  基于奇异值分解矩阵构造表达式

利用矩阵 X的奇异值(SVD) 分解,按照下面方法可以给出上述问题的解的表达式# 作 X

的奇异值分解,

  X = U
2 0

0 0
V
T
= [ U1, U2]

2 0

0 0

V
T
1

V
T
2

# (2)

其中 U= ( U1, U2) I OR
n@ n

, V= ( V1, V2) I OR
r@ r

, 2 = diag( R1, ,, Rr ) , ( OR表示正交矩

阵) , r = rank( X) , Ri > 0( i = 1, ,, r) ,将(2) 式代入(1) ,有

  KU
2 0

0 0
V
T
= MU

2 0

0 0
V
T
8# (3)

记

  �K = U
T
KU =

�K11 �K12

�K21 �K22
,  �M = U

T
MU =

�M11 �M12

�M21 �M22
, (4)

其中 �K11, �M11 I R
r@ r# 

( 3)式两边左乘 U
T
,并利用(4) 式,得

  
�K11 �K12

�K21 �K22

2VT1

0
=

�M11 �M12

�M21 �M22

2VT1 8

0
# (5)

比较( 5)式两边, 得

  �K11 2V
T
1 = �M11 2V

T
1 8 , (6)

  �K21 2V
T
1 = �M21 2V

T
1 8 , (7)

因为 V
T
1 V1 = Ir ,用 V1 右乘(6) 和(7) 式两边,得

  �K11 2 = �M11 2V
T
1 8V1, (8)

  �K21 2 = �M21 2V
T
1 8V1, (9)

令    A = V
T
1 8V1, (10)

则 A I SR
r @ r# 欲使 K, M I SR

n@ n
, 即 �K , �M I SR

n@ n
, 则 �K11, �M11 I SR

r@ r
, �K22, �M22 I

SR
( n- r)@ ( n- r)

, �K12 = �K
T
21, �M12 = �MT

21# 

由( 8)和( 10)式,有

  2�K11 2 = 2�M11 2A# (11)

将( 11)式两端同时转置,并利用 �K11, �M11, A I SR
r@ r 的特点,容易得

  A2�M 11 2 = 2�M11 2A , (12)

作 A的谱分解

  A = QDQ
T

(13)

其中 Q I OR
r @ r

, D = diag( L1 Im
1
, ,, LsIm

s
) , L1 > ,> Ls, E

s

i= 1

mi = r# 
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记    M̂ 11 = Q
T 2�M11 2Q, (14)

则( 12)式化为

  DM̂11 = M̂11D , (15)

比较( 15)式两边,求得 M̂11 为

  M̂ 11 = C = diag( C11, ,, Css) , (16)

其中 Cii 是任意实对称矩阵, 因此

  �K11 = ( 2
- 1
Q) CD( 2

- 1
Q)

T
, (17)

  �K21 = �M21 2A2
- 1

(18)

  �M 11 = ( 2- 1Q) C( 2- 1Q)
T# (19)

最终,有如下结论

  U
T
KU=

( 2- 1
Q) CD( 2- 1Q)

T
( �M21 2A2

- 1
)
T

�M21 2A2
- 1

�K22

, (20a)

  U
T
MU =

( 2- 1
Q) C( 2- 1Q)

T �MT
21

�M21 �M22

# ( 20b)

2  物理参数识别的方法

211  动力学的特征方程

对于如下的动力特征方程

  KX = MX 8 , (21)

其中 K是结构刚度矩阵, M是质量矩阵, X = ( x 1, x2, ,, x n) 是振型矩阵, 8 = diag( X21, X
2
2,

,, X2n) 是频率矩阵, (diag(#) 表示对角矩阵, I 表示单位矩阵) ,并且满足下列条件

  X
T
MX = I , (22)

  X
T
KX = 8# (23)

实际测量时,往往能保证低阶动态特性的有足够的精度,这时

  X
T
rMXr = Ir , (24)

  X
T
rKXr = 8 2r , (25)

其中 Xr = ( x 1, x 2, ,, xr ) , 8 r = diag( X21, X
2
2, ,, X2r) ( r [ n) ,分别为实测的振型和频率# 众

所周知,结构的刚度矩阵和质量矩阵是由结构的物理参数和几何参数决定的,不妨假设这组参

数为 p = ( p 1, p 2, ,, p t )
T
,其中元素代表弹性模量、材料密度, 则刚度矩阵和质量矩阵是物理

参数 p 的函数,分别表示为 K( p) , M( p ) ,类似于文献[ 3] 的动力模型假设,有

  K(p ) = E
t

i= 1

piKi ,  M(p ) = E
t

i= 1

piMi , (26)

212  建立等效的非线性方程组

为了确定参数 p,建立下面非线性方程组

  Xi ( p ) - X
*
i = 0  ( i = 1, ,, r ) (27)

本文采用Newton法解式( 27)表示的非线性方程组, 令

  f i ( p ) = Xi (p ) - X*i   ( i = 1, ,, r) , (28)

其中 f ( p ) = (f 1( p ) , f 2( p ) , ,, f r( p) )
T# 

令    Ki ( p) = X2i (p ) (* )
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则显然有 K(p ) xi = Ki ( p)M( p) x i

由上式不难求得

  
5Ki (p )
5pj

= x
T
i
5K(p )
5pj

- Ki
5M( p )
5pj

x i# 

根据( 26)式,有

  
5Ki (p )
5pj

= x
T
i ( Ki - KiMi ) xi ,

对式( * )两边求导, 有

  
5 Xi ( p)
5p j

=
1

2 Ki ( p)

5Ki ( p )
5pj

# 

因此

f c(p ) =
5Xj ( p )
5pj

=
1
2

1

K1(p )

5K1( p )
5p 1

1

K1( p)

5 K1( p )
5p 2

, 1

K1( p)

5K1( p )
5p t

1

K2(p )

5K2( p )
5p 1

1

K2( p)

5 K2( p )
5p 2

, 1

K2( p)

5K2( p )
5p t

s s s s

1

Kr (p )

5Kr( p )
5p 1

1

Kr ( p)

5 Kr (p )
5p 2 , 1

Kr ( p)

5Kr (p )
5p t

,

(29)

一般说来, t X r , 这时, 我们采用Moore_Penrose广义逆求下面线性方程组的解

  f c( p ( k )
) $p ( k )

= f ( p
( k )

)# (30)

则 k + 1步逼近值为

  p
( k+ 1)

= p
( k)

- $p ( k )
, (31)

最终可以确定参数 p 的值# 

213  重特征值导数的计算

特征值导数计算是Newton解法中的主要环节和重要工作# 如果 f i (p ) = Xi ( p ) - X*i 二

次连续可微,并且 f c( p) 非奇异, 则Newton方法总是局部二次收敛的[ 4~ 5]# f c( p) 实际是特

征值导数矩阵, 当有重特征值时具有奇异性# 工程结构大量是以对称结构形式存在的# 在

对称结构中,重特征值情形是不可避免的,而重特征值导数的计算有其特殊性 # 重特征值导

数的计算方法有多种多样# 文献[ 6] 和[ 7]分别研究了该问题的理论和应用# 设 Ki是式(10)

在点 p = p
* 的 m 重特征值,相应的特征向量为 xi , xi+ 1, ,, x i+ m- 1,设

  Xi = ( xi , x i+ 1, ,, xi+ m- 1) I R
n@ m# 

令    Dj ( Ki ) S
5K (p )
5pj p = p

*
- Ki

5M( p )
5pj p= p

*
  ( j = 1, ,, t ) ,

则根据文献[ 6]

  Kc S Q( XT
iDj ( Ki ) Xi ) (32)

被定义为重特征值的导数,其中 Q(#) 表示谱半径# (32) 式中的关于重特征值导数的表达式

是经过严格的数学证明的,具有普遍意义# 由于式(32) 从数学上解决了重特征值导数奇异性

问题,因此式(29) 是非奇异的# 由 Ki ( p ) = X2i ( p ) ,有,
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  X
c
i ( p ) =

K
c
i

2Xi ( p )
(33)

根据[ 2] 中定理4114的证明, 能够保证本文采用的Newton方法是局部二次收敛的,这种收敛性

质,使得计算时在真解附近收敛速度很快,其收敛性受初值和步长选取的影响,为此在程序中

根据具体问题和经验有自动调整初值和步长的功能# 

214  矩阵构造法的特点

虽然本文采用的分解方法与文[ 1]采用的不同, 得到的矩阵构造表达式也不同, 但它们的

特点是相似的# 

1) 由于( 20a)和( 20b)式中的 �K21, �K22, �M21, �M22的任意性,因此这些子矩阵很难选取# 幸

运的是,对于式(6) ,令 5 = 2VT1, 则有

  �K11 5 = �M11 5 8# (34)

因此,由刚度矩阵 �K11和质量矩阵 �M 11所构成动力子系统具有实测的频率# 该特点是下面应

用的重要依据# 

2) 结构动力学利用测得少数低阶模态进行参数识别时,常采用的缩聚方法, 建立缩聚特

征方程,结果是导致缩聚后模型的物理参数失去原有的比较明确的物理意义[ 8, 9]# 根据式( 4)

可知, �K11中的元素与 K 中的所有元素有关, �M11 中的元素与 M 中的所有元素有关, 因此式

(34) 构成的动力子系统包含了整个系统的信息, 该子系统本质上是通过矩阵相似变换得到

的,而且变换矩阵 U由模态矩阵X 的奇异值分解得到, 使得变换后子系统与原系统之间的数

学和物理性质有明确的对应关系, 这个性质是缩聚方法所不具备的# 

3  矩阵构造法在参数识别中的应用

基于上节中指出的矩阵构造法的特点的研究,通过适当的数学变换, 可以得到新的参数

识别数学模型# 

利用( 2)式, 对实测的模态 X作奇异值分解,得到正交矩阵 U, V和对角矩阵 2,将(26) 式

两边分别乘 U
T
, U,得

  U
T
K(p ) U = E

n

i= 1
U
T
Ki ( p ) U,  U

T
M( p ) U= E

n

i= 1
U
T
Mi ( p ) U, (35)

利用( 20a)和( 20b)式,有

  E
n

i= 1

U
T
Ki ( p ) U =

( 2- 1Q) CD( 2- 1
Q)

T
( �M21 2A2

- 1
)
T

�M21 2A2
- 1

�K22

, (36)

  E
n

i= 1

U
T
Mi ( p) U =

( 2- 1Q) C( 2- 1
Q)

T �MT
21

�M21 �M22

# (37)

则    �K11 = ( 2- 1Q) CD( 2- 1Q)
T
,  �M 11 = ( 2- 1Q) C( 2- 1Q)

T# (38)

令 5 = 2V
T
1 ,则利用矩阵构造法的特点,可以得到如下形式的动力子系统

  �K11 5 = �M11 5 8 r , (39)

并且该动力子系统的频率等于实测频率, 5 为相应的振型矩阵# 这时,我们求解参数 p i仍然

可以利用方程(27) 中的等效非线性方程组,不同的是, 由于利用了矩阵构造方法, 此时计算工

作可以局限在 r 阶动力子系统中, 只要实测频率和模态准确,就能保证动力子系统的计算结果

的精度,计算量大大降低# 
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计算步骤总结如下:

1) 利用( 2)式,对实测的模态矩阵 X 作奇异值分解,得到正交矩阵 U;

2) 利用( 38)式得到 �K11
r , �M

11
i ;

3) 选择初值 p
0
,设 k = 0;

4) 求特征方程 �K11 5 = �M11 5 8
2
r 的特征值 Xi (p

k
) 和相应的特征向量 <i ( p

k
) , i = 1, ,, r;

5) 收敛性检验# 如果 +X( pk
)- X* +足够小,停止计算;

6) 利用式(29) 计算 f c( p ( k )
) ;

7) 利用式(31) 计算下一步逼近值;

8) 令 k= k+ 1和重复步骤 3) - 8)# 

4  数 值算 例

结构模型为文献[ 10]提供一个三层钢架结构如图 1所示# 激励我们采用正弦载荷来验证

本文方法# 设结构每一层质量、刚度均相等, 不计阻尼# 

图 1 受正弦激励

的三层结构

用测量到的前两阶频率识别得到结构的两边方柱的惯性矩系数分别

为 J 1 = 311, J 2= 213, J 3= 018# 可见, 本文方法得到的结果与文献[ 10]

提供算例的结果完全一致# 在整个计算过程中, 如初值适当, 收敛速度很

快# 

5  结   论

首先通过矩阵奇异值分解获得结构的刚度矩阵和质量矩阵构造表达

式,利用其特点,使参数识别的数学模型的阶数能够有效地降低, 由于采用

的是矩阵相似变换, 降阶后的模型与原模型之间的数学和物理性质有明确

的对应关系,避免了为忽略高阶频率采用缩聚方法造成的误差# 物理参数

识别问题本质上是求解以计算频率尽量接近实测频率为准则建立的等效

非线性方程组, 由此得到的振型也是接近实测振型的# 由于降阶后的参数

识别模型的阶数等于实测频率的数目, 能够保证充分地利用实测数据,又可以提高计算效率# 

对于重特征值导数的计算, 本文采用了数学上的解析解# 因此, 本文方法既有坚实的数学基

础,还有工程应用价值# 
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Proper Application of a Kind of Matrix Construction

Method in Physical Parameter Identification

of Dynamic Model

LI Shu,  ZHANG Fang,  WANG Bo,  ZHANG Xiao_gu

( Institute of Air cr aft Design , Beijin g Un iver sity of Aeronautics &

Astr onautics , Beijing 100083, P R Chin a )

Abstract: The expressions of matrix construction by using the singular value decomposition ( SVD)

are applied to the physics parameter identification of dynamic model. Then, based upon to the char-

acteristics of a kind of matrix construction method, the orders of the parameter identification model

can be reduced. After reducing, the mathematics and physics correspondence relations between the

subsystem and the original system are distinct. the the condensation errors can be avoided. The nu-

merical example shows the benefit of the presented methodology.

Key words: dynamic model; parameter identification; inverse problem; vibration; matrix construc-

tion
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