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摘要 :  利用推广的齐次平衡方法, 研究高阶( 2+ 1)维 Broer_Kaup 方程的局域相干结构# 首先基于

推广的齐次平衡方法,给出这个模型的一个非线性变换, 并把它变换成一个线性化的方程# 然后

从线性化方程出发,构造出一个分离变量的拟解# 由于拟解中不仅含有两个 y 的任意函数, 而且

还有 Ai, Bi , Ck, kj , lk 和 N , M , L 这些参数可以任意选取, 因此合适的选择这些函数和参数, 可

以得到新的相当丰富的孤子结构# 方法直接而简单,可推广应用一大类( 2+ 1)维非线性物理模# 
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引   言

孤子是基于一类非线性物理模型的一个复杂数学结构[ 1]# 随着对( 1+ 1)维非线性物理模

型的孤子结构的研究和理解的深入,高维非线性可积模型的似孤子结构的研究引起了物理学

家和数学家的极大兴趣# 由于 Boiti, Leon,Martina和 Pempinelli的开拓性工作[ 2] , 近十多年来,

关于在( 2+ 1)维非线性物理模型中,在各方向上都是指数衰减的, 被称为 dromion的局域孤子

解的研究受到了人们的高度注意和想象# 至今不仅已获得一大类( 2+ 1)维非线性可积模型的

dromion解结构,如( 2+ 1)维 DS方程[ 1, 2] , ( 2+ 1)维 KP方程[ 3] , ( 2+ 1)维 NNV方程[ 4] , ( 2+ 1)

维破裂孤子方程[ 5] , ( 2+ 1)维长耗散波方程[ 6] , ( 2+ 1)维标量非线性 Schrodinger 方程[ 7] ,而且

( 3+ 1)维非线性KdV型方程[ 8]和 MKP 方程[ 9]的似 dromion解结构也被给出# 最近, 还进一步

发现了( 2+ 1)维非线性 KdV方程[ 10] , ( 2+ 1)维破裂孤子方程[ 11] , ( 2+ 1)维长耗散波方程和标

量非线性 SchrÊdinger 方程[ 12]等广义 dromion 解结构# 通常, dromion解由两个及以上的非平行

直线隐形孤子形成, 如DS方程[ 1, 2] , NNV方程[ 4] ,它们的 dromion 解有两个垂直的隐形孤子所

形成, 而KP方程[ 3] , dromion解则由两个非垂直的隐形孤子所形成# 对于某些非线性物理模

型,如 DS方程[ 1, 2] ,NNV方程和反对称 NNV方程[ 4] , dromion解可以存在于物理场本身,而对于

某些非线性物理模型,如 KP 方程和破裂孤子方程[ 2]则 dromion解只对某种势场才存在# 一般
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而言, dromion解存在于两个非平行直线孤子的交叉点上, 其后人们又进一步发展, 某些高维非

线性物理模型的 dromion解,如( 2+ 1)维 KdV方程[ 10] , ( 2+ 1)维破裂孤子方程[ 11]、( 2+ 1)维长

耗散波方程[ 12]和( 2+ 1)维 SchrÊdinger 方程[ 13]和( 2+ 1)维耗散长波方程[ 14] , 不仅可以由一些

垂直的或非垂直的隐形孤子构成, 也可以由一些曲线孤子构成# 最近,楼森岳等利用分离变量

方法,得到了( 2+ 1)维KdV方程[ 15] , ( 2+ 1)维 NNV方程[ 16]、非线性 SchrÊdinger方程[ 17]具有两

个任意函数的相当丰富的局域相干结构,而且还发现, 合适地选择这些函数, 局域相干结构可

以是多 dromion解,多 lump解,振荡型 dromion解,环孤子解,运动和静止呼吸子解, 似瞬子解# 

而且 dromion解既可以存在于一些直线孤子的交叉点上,也可以存在于一些曲线孤子的交叉点

或最临近点上, 而且呼吸子在形状和幅度上都进行了呼吸# 

寻求非线性物理模型的孤子解已创立了许多行之有效的方法,如逆散射变换方法、双线性

方法、B¾cklund和 Drboux 变换方法、对称约化方法等等# 其中近年来建立的齐次平衡方法也是

一种相当有效的方法[ 18]# 这种方法提供了一种构造非线性物理模型准确解的便利的分析技

术,已被推广用来得到非线性物理模型的多孤子解
[ 19]
、dromion 解

[ 20]
和自 B¾cklund变换

[ 21]
,本

文我们将进一步利用推广的齐次平衡法研究高阶( 2+ 1)维 Broer_Kaup方程

  H t = - 4[ H xx + H
3
- 3HH x + 3H5- 1

y Gx + 35- 1
y ( GH x ) x ] x , (1)

  G t = - 4[ Gxx + 3GxH + 3H 2
G + 3G5- 1

y Gx ] x (2)

的丰富的局域相干结构# 方程( 1)和( 2)可用对称约束 KP 方程中约化得到[ 22] ,并且该方程已

在统计物理、等离子体物理和非线性光纤通信等许多科技领域中得到应用# 

1  高阶( 2+ 1)维 Broer_Kaup方程的线性化

根据推广的齐次平衡方法,我们假定方程( 1)和( 2)的形式解取其为下列形式

  H = f ( w ) x , (3)

  G = f (w ) xy , (4)

其中 f ( w ) , w ( x , y , t ) 为待定函数# 

把( 3)和( 4)代入方程( 1)和( 2) ,得到

  f xt = - 4[ f xxx + f
3
x + 35- 1

y ( f xf xy) x ] x , (5)

  f xyt = - 4[ f xxxy + 3f xxyf x + 3f
2
x f xy + 3f xy f xx ] x , (6)

二式化简后有

  f t = - 4f xxx - 4f 3
x - 12f x f xx# (7)

把 f ( w ) 代入可得

  f c( w t + 4wxxx) + 4( f Ê + f c3+ 3f cf Ê) w3
x +

      12f dwxwxx + 12f c2wxwxx = 0# (8)

我们令方程( 8)中 w
3
x 前的系数为零, 可得到一个 f ( w ) 所满足的常微分方程

  f Ê + 3f cf d + f c3 = 0, (9)

从方程( 9)可求得一组特解

  f ( w ) = lnw# (10)

因此进一步有

  f c2 = - f d# (11)

利用( 9) - ( 11) ,方程( 7)化为关于一个 w ( x , y , t ) 所满足的偏微分方程
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  w t + 4wxxx = 0# (12)

由此可见方程( 1)和( 2)经过变换( 3)和( 4)后可线性化# 

2  高阶( 2+ 1)维 Broer_Kaup方程的变量分离解

从线性化方程( 12) ,我们可构造 w ( x , y , t ) 如下形式的拟解

  w ( x , y , t ) = 1 + Y1( y ) + Y2( y ) F( x , t ) , (13)

其中

F ( x , t ) = E
N

i= 1

aiexp( Ni ) + E
M

j = 1

bisin( Uj ) exp( Gj ) + E
L

k= 1

cisinh( <k) exp( Fk) ,

Ni = Aix - 4A3it + N0i ,  Ui = kjx + 4( k3j - 2k2jBj ) t + U0j ,

Gj = Bjx - 4( B3j - 2kjB
2
j ) t + Gj0,  <k = lkx + 4( l 3k + 2l kC

2
k) t + <0k ,

Fk = Ckx - 4( C
3
k + 2C2klk) t + Fk0# 

(14)

则 Y1( y ) , Y2( y ) 为变量 y 的任意函数, Ai , Bj , Ck , kj , lk 是任意常数# 把(13) 和(10) 代入方程

(3) 和(4) , 便得到方程(1) 和(2) 的解为

  H ( x , y , t ) =
Y2Fx

Y1+ Y2F
, (15)

  G( x , y , t ) =
Y1Y2yFx - Y1yY2Fx

( Y1+ Y2F )
2 # (16)

从解( 15)和( 16)可知, 由于引入了二个 y 的任意函数,还有 Ai , Bj , Ck , kj , lk 和 N , M , L 这些

参数可以任意选取, 使得(2+ 1) 维 Borer_Kaup方程的孤子解具有相当丰富的结构# 

3  一些特殊局部域相干解

下面我们给出一些有意义的情况# 

图1为选取

图  1                   图  2

  Y1 = 1,  Y2 = exp( y ) + exp(3y ) ,  F( x , t ) =
1
5
( exp( x - 4t ) + exp(2x - 32t ) )

时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的 dromion解# 

图2为选取

  Y1 = cosh( y
2
) , Y2 = y

2
, F ( x , t ) = exp( x - 4t ) + sin( x + 4t ) + cosh( x - 4t )
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时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的 dromion解# 

图3为选取

  Y1 = 1, Y2 = exp(2y ) , F ( x , t ) = exp(2x - 32t )

时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的 dromion解# 

图4为选取

  Y1 = 1, Y2 = exp( y ) , F ( x , t ) = cosh( x - 4t )

时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的 dromion解# 

图5为选取

  Y1 = exp( y ) , Y2 = sech( y2) , F ( x , t ) = exp( x - 4t ) + sin( x + 4t ) + cosh( x - 3t )

时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的 dromion解# 

图6为选取

  Y1 = cosh( y ) , Y2 = cosh( y ) , F( x , t ) = exp( x - 4t ) + sin( x + 4t ) + cosh( x - 4t )

图  3                   图  4

时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的 dromion解# 

图7为选取

  Y1 = 1, Y2 = cosh( siny ) , F( x , y ) = exp( x - 4t ) + sin( x + 4t ) + cosh( x - 4t )

时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的 dromion解# 

如果取 Y1( y ) , Y2( y ) , F ( x , t ) 为下述形式:

  F( x , y , t ) = exp(2p ) ,  Y1 = 1,  Y2 = exp(2q )# (17)

将( 17)式代入( 16)式后, ( 16)式变为

  G( x , y , t ) = pxqysech
2
( p + q)# (18)

从( 18)容易看出一族平行于 X 轴的直线孤子 qy、一族平行于 Y轴的直线孤子px 和一族曲

线孤子 sech2( p + q ) 诱导了各种各样的多 dromion解# 

图8为选取

  p = x - 4t - 5,  q = y
2

时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的 dromion解# 

如果选取

  Y1 = 1+ a2E( y ) ,  Y2 = a1+ AE ( y ) , (19)
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图  5                   图  6

图  7                   图  8

其中 a1, a2, A 是任意常数,则解(16) 变成为

  G( x , y , t ) =
2EyFx( a1a2- A)

(1+ a1F + a2E + AFE)
2# (20)

图9为选取

  F = exp(2x - 32t ) + sin( x + 4t ) ,  E = cosh( y 2)   ( a1 = 1, a2 = 2, A = 1)

时场 G( x , y , t ) 在 t = 1时刻的局域相干解# 

图  9                   图  10

图10为选取
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  F = exp(2x - 32t ) ,  E = exp(2y )   ( a1 = 1, a2 = 2, A = 1)# 

时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的局域相干解# 

图  11

图11为选取

  F = exp(2x - 32t ) ,  E = exp( y
3
)   ( a1 = 1, a2 = 2, A = 1)

时场 G( x , y , t ) 在 t = 0时刻的局域相干解# 

4  结   论

我们利用推广的齐次平衡方法,首先将高阶( 2+ 1)维 Broer_Kaup方程线性化, 然后从线性

化方程出发, 构造出分离变量解# 由于拟解中不仅含有两个 y 的任意函数, 而且还有

Ai , Bj , Ck , kj , lk 和 N , M, L 这些参数可以任意选取,因此合适的选择这些函数和参数,可以

得到许多新的相当丰富的孤子结构# 

齐次平衡方法已经得到广泛的应用[ 18~ 21] , 这里我们又进一步拓展了应用# 这种方法

对其他高维的非线性物理模型的推广值得深入研究# 
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Localized Coherent Structures of the (2+ 1)- Dimensional

Higher Order Broer_Kaup Equations

ZHANG Jie_fang,  LIU Yu_lu

( Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: By using the extended homogeneous balance method, the localized cohernet structures are

studied. A nonlinear transformation was first established, and then the linearization form was ob-

tained based on the extended homogeneous balance method for the higher order (2+ 1)_dimensional

Broer_Kaup equations. Starting from this linearization form equation, a variable separation solution

with the entrance of some arbitrary functions and some arbitrary parameters was constructed. The

quite rich localized coherent structures were revealed. This method, which can be generalized to other

( 2+ 1)_dimensional nonlinear evolution equation, is simple and powerful.

Key words: higher order Broer_Kaup equation; ( 2+ 1)_dimension; coherent structure; homogeneous

balance method
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