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摘要:  讨论含约束非线性动力系统分岔的分类# 研究表明, 约束分岔的转迁集, 除分岔集、滞后

集和双极限点集外,还有三种转迁集是它特有的# 在此基础上提出了一种约束分岔问题的奇异性

分类方法# 
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引   言

随着非线性科学理论在应用方面的研究逐步深入, 工程技术动力学问题的分岔得到越来

越广泛的研究# 特别是系统周期解分岔,由于有广泛深刻的工程背景,得到了大量的研究# 国

内外同行都作了许多有意义的工作,如 Bogoliubov和 Mitropolsky[ 1]、Nayfefh和Mook[ 2]# 

天津大学在参数激励系统的周期解分岔方面作了一系列细致的工作# 陈予恕与 Land-

ford[ 3]合作,首先将 LS方法和奇异性分析方法引入到非线性振动系统的研究, 丰富了人们对此

类系统中的存在的周期解分岔模式的认识,形成了一套完整的分析方法( CL 方法)# 在随后工

作中,对此类系统的共振周期解分岔进行了分析, 如[ 4~ 6]# 

单自由度非线性系统的共振周期解分岔往往通过其振幅 u 满足的方程来来描述# 通常

称该方程为分岔方程,一般可写为 :

  g( u, K; A) = 0, (1)

其中 u, K, A分别为状态变量、分岔参数、辅助参数(或开折参数)# 

对分岔方程( 1) ,可按照 Golubitsky 和 Scheffer的奇异性理论方法[ 7]进行深入细致的研究# 

然而在实际问题中, 状态变量的变化往往受到限制,我们称之为约束# 对这种带有约束的分岔

问题,如何进行奇异性分析,目前还少见报道# 

非线性动力学系统中广泛存在的周期解分岔,因其振幅总是非负的,因而本质上是一种约

束分岔问题# 

在不同的问题中,约束的形式也多种多样# 常见的有:
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单边约束

  u \ B, ( c1)

其中 B是约束特征参数# 比如周期解分岔研究中, 周期解振幅应该是非负的;化学反应分岔

中的浓度、温度等变量# 这是一种最简单最普遍的约束# 

间隙约束

  B1 [ u [ B2, ( c2)

其中 Bi ( i = 1, 2) 为约束特征参数 # 在各类高速旋转的柔性转子及各类碰撞型共振机械

中[ 8]
,为保证安全或达到某种工作特性的要求,常装有限幅器,此种约束形式可用 ( c2)表示# 

实际上, 在多自由度系统的周期解分岔的研究中, 也同样会遇到约束问题# Langford和

Zhan[ 9]在研究 1: 1强内共振系统的周期解分岔时, 讨论了带有约束( c1)的分岔问题# 杨彩霞

等人[ 10]在 1: 2内共振系统的研究中也得到了类似的约束分岔问题# Leblanc 和 Langford[ 11]在

研究 1: 2内共振系统的Hopf分岔时, 利用解析几何的一些结论讨论了形如

  -
1
D
[ R2K

2
+ ( R1+ 1) Ku - GK+ Lu ] \ 0

的约束分岔,分岔方程次数为 2# 此种形式的约束可一般化为

  h( u, K; A, B) \ 0, ( c3)

其中 B为约束特征常数# 

由此可见, 约束分岔问题在工程非线性动力系统分岔研究中具有普遍性,因此有关的研究

不仅具有重要的理论意义,而且具有重要的工程参考价值# 

作为约束分岔问题研究的第一步,本文研究最普遍的约束( c1)的影响# 除特别说明外,下

文所除约束分岔均指由( 1)和( c1)组成的约束分岔问题, 而将仅由方程( 1)描述的分岔称为非

约束分岔# 本文首先在第 1节阐述方法的核心思想和解法,然后第 2节通过几个具体的例子

来说明约束分岔问题的计算方法, 最后在第 3节给出结论# 

1  核心思想及方法

本节按分岔方程( 1)是否具有对称性分两种情况讨论约束分岔问题的奇异性分析# 

1  对称约束分岔问题

所谓对称(约束)分岔问题是指其分岔方程具有如下的对称性

  g(- u, K; A) = g( u , K; A)

或    g(- u, K; A) = - g( u , K; A)# 

所谓非对称(约束)分岔问题, 是指其分岔方程不具有上述对称性# 

若分岔方程具有上述对称性, 则分岔图关于 u = 0对称,因而约束分岔图等价当且仅当相

应的分岔图等价# 因此,在此情形下,摄动保持的约束分岔的类型与摄动保持的分岔的类型

一一对应, 即约束存在与否,不会影响转迁集的计算# 这也真是为什么不少文献虽然讨论的

是约束分岔,但又极少明确提到/约束0一词的原因# 

2  非对称约束分岔问题

若令

  u = x
2# (2)

则约束分岔问题转化为
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  g( x
2
, K; A) = 0, u = x

2 \ 0# (3)

由于约束条件自然满足,实际上通过变换( 2)将关于 u 的约束分岔问题转换成关于x 的非约束

对称分岔问题

  G( x , K; A) =
def

g ( x
2
, K; A) = 0# (4)

可以证明: 若约束分岔问题的两约束分岔图 ( K, x ) 不等价,则与之相应非约束分岔(4) 问题的

分岔图也必不等价# 也即,约束分岔问题的转迁集都包含在相应的无约束分岔问题(4) 的转

迁集当中# 因此,只要求得了分岔问题(4) 的转迁集也就确定出了约束分岔问题的所有可能

转迁集# 

根据定义( 4) ,有如下表示:

  Gx = gu # 5 u
5x = 2xgu, GK= gK, Gxx = 2gu + 4x

2
guu# (5)

结合转迁集的定义[ 7] ,不难得出:

分岔集 G = Gx = GK= 0

  Gx = 0Z x = 0,或 gu = 0 (6)

因此分岔集包含两部分:

  (B Ñ)
g( 0, K; A) = 0,

gK(0, K; A) = 0# 
  (B Ò)

g( u , K; A) = 0,

gu( u, K; A) = 0,

gK( u, K; A) = 0# 

(7)

滞后集 G = Gx = Gxx = 0

由( 6)知,滞后集也包含两部分:

  (H Ñ)
g( 0, K; A) = 0,

gu(0, K; A) = 0# 
  (H Ò)

g ( u, K; A) = 0,

gu( u, K; A) = 0,

guu( u, K; A) = 0# 

(8)

双极限点集  G( xi , K; A) = Gx( xi , K; A) = 0( i = 1, 2; x 1 X x 2)

  (DL Ñ)

g (0, K; A) = 0,

g ( u, K; A) = gu( u, K; A) = 0,

( u X 0) ,

  (DL Ò)

g ( ui , K; A) = 0,

gu( u i , K; A) = 0,

( u1 X- u2)

( i = 1, 2)

  (DL Ó)

G ( x i , K; A) = 0,

Gx( xi , K; A) = 0,

( x 1 = - x2)

( i = 1, 2)# 

由此可以发现,分岔问题 G( x , K; A) = 0与分岔问题 g( u, K; A) = 0相比,新增转迁集为

(B Ñ )、(H Ñ )、( DL Ñ)、( DL Ó) ,其中( DL Ó) 显然不是约束分岔的转迁集# 因此,只要求出相

应非约束分岔问题( 1)的转迁集以及( B Ñ )、(H Ñ )和( DL Ñ) ,就求出了约束分岔问题的所有可

能的转迁集# 

若约束分岔问题的分岔方程是普适开折,则位于约束区域中的分岔点集、滞后点集、双极

限点集、( B Ñ)、(H Ñ )、以及满足 u > 0的 ( DL Ñ)就构成了约束分岔问题的约束转迁集# 若约

束分岔问题的分岔方程不是普适开折, 则需在此基础上进一步验证这些集合两侧的约束图是

否等价,若等价则该集合不是约束转迁集,反之则是# 

下节通过几个具体的例子说明本文法的实用性和有效性# 
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2  应 用举 例

例 1  g = x
4
+ A0Kx

2
+ K2

+ A1xK+ A4  ( A0 > 2)# 

正规形 x
4
+ A0Kx

2
+ K2是余维 5的[ 12]# 今选其一种双参数开折 g 作为例子进行研究# 

经计算 g = 0对应的分岔集 B、滞后集H、双极限点集 DL 分别包括:

  B1: A4 = 0,

  B
?
2 : A4 =

1
128

( A4
0- 80A2

0- 128 ? A2
0( A

2
0+ 32) 3

) A4
1

( A
2
0- 4)

3 ;

  H: A4 = -
243
256

A4
1( A

2
0+ 12)

A6
0

,

  DL: A1 = 0且 A4( A
2
0- 4) \ 0 # 

约束分岔问题( 1)可能的转迁集还包括(见图 1) :

  B Ñ : A4 = 0,

  H Ñ 1: A4 = 0,

  H Ñ 2: A1 = 0,且 A4 [ 0,

  DL Ñ : A4 =
729A4

1

A6
0

# 

计算各区域中的约束分岔图发现,区域 J、A、B 中的分岔图的拓扑结构相同, 因此区域 A

与J、A 与B 的边界不是转迁集, 应当去掉;基于同样原因,区域 D1与 C、D2与 E 之间的边界也

应当去掉# 最终得到约束分岔问题的转迁集和分岔图(见图2)# 

图 1 可能的约束转迁集              图 2 约束分岔的转迁集和分岔图

例 2  g = u
2
+ A0Ku + K2

+ A2u + A4  ( A0 > 2)# 

分岔问题 g = 0的转迁集包括(见图 3) :

1  分岔集 B: A4 = -
1

A2
0- 4

A2
2,

2  滞后集H: <(空集) ,

3  双极限点 DL: <(空集) # 

相应约束分岔问题的转迁集还可能包括(见图 3)

4  B Ñ : A4 = 0,
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图 3  候选转迁集              图 4  约束分岔的转迁集和分岔图

5  H Ñ : <(空集) ,

6  DL Ñ: <(空集)# 

由于区域 C、D 中的约束分岔图拓扑结构相同,因此它们之间的边界不是约束分岔问题的

转迁集# 于是该约束分岔问题的转迁集和分岔图为图 4# 

例 3  g = x
3
+ K

2
+ A+ Bx + CxK ( C> 0) ( [ 7, p206] )

分岔 g = 0的转迁集包括:

1  B: 432A2
- AC2

( C4
- 72B) - B2

( C4
- 64B) = 0 ,

2  H: AC2
+ B2 = 0,  A [ 0 ,

3  DL: <# 

相应的约束分岔问题,还可能包含下列转迁集:

4  B Ñ : A= 0 ,

5  H Ñ = DL Ñ = <# 

图 5 转迁集和保持性约束分岔图

比较发现, 图 5( a)中只有区域 B 和H 中的约束分岔图是拓扑等价的, 因而它们的边界不

是约束转迁集, 将它从所有可能的转迁集中去掉, 就得到了约束转迁集图 5( b) # 这些集合将

开折参数平面 ( A, B) 分成若干区域,每个区域中的约束分岔图是等价的(见图 5( c) )# 

3  小   结

约束分岔问题, 在非线性共振动力系统周期解研究中具有很大的普遍性# 但尚未引起人

们足够的重视# 

作为约束分岔问题研究的第一步, 本文讨论了最常见的约束分岔,其状态变量是非负的# 

其它类型的约束分岔问题将是我们下一步研究的内容# 

本文研究指出, 对不具有轴对称的分岔, 约束对约束转迁集、进而对保持性分岔的类型有

很大的影响;而对具有轴对称的分岔,约束没有影响# 

481含约束非线性动力系统的分岔分类



研究还表明,除相应非约束分岔问题的分岔集、滞后集、双极限点集外,约束分岔的转迁集

还包括另外三种类型,文中分别记为 B Ñ、H Ñ、DL Ñ# 

由于转迁集将开折参数空间分成若干单连通域,且每个区域中约束分岔图是拓扑等价的,

因而只要确定出转迁集也就完成了对约束分岔的分类# 因此本文实际上提出了一种研究约束

分岔的方法# 本文的例子说明,该方法是实用和有效的# 
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Classification of Bifurcations for Nonlinear

Dynamical Problems With Constraints

WU Zhi_qiang,  CHEN Yu_shu

( Depar tm ent of Mechan ics , Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P R China )

Abstract: Bifurcation of periodic solutions widely existed in nonlinear dynamical systems is a kind of

constrained one in intrinsic quality because its amplitude is always non_negative. Classification of the

bifurcations with the type of constraint was discussed. All its six types of transition sets are derived,

in which three types are newly found and a method is proposed for analyzing the constrained bifurca-

tion.

Key words: constraint; bifurcation; singularity; nonlinear dynamical problem
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