
文章编号: 1000_0887(2002) 06_0653_08
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摘要:  研究了求解一阶双曲问题的间断流线扩散法的后验误差估计, 并依此来实现空间网格局

部的合理调整,所给的数值算例也验证了此方法的正确性和可行性# 
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引   言

众所周知, 自适应有限元方法(见[ 1] )在数值求解双曲型方程方面有着广泛的应用, 如

计算流体力学、计算空气动力学、电子工程等# 其中 h_型自适应有限元法是指利用近似解的

后验误差估计, 通过在局部区域进行网格加密来提高计算精度# 在偏微分方程数值求解中,

后验误差估计是用一个已知的显式的量来控制误差, 这些量只依赖于初边值和已解得的离散

解# 因此对问题的后验误差估计的研究是自适应方法的重要任务之一# 

通常, 求解一阶双曲问题时间断( discontinuous) Galerkin有限元法(简称 DG法)与流线扩散

( streamline diffusion)有限元法(简称SD法)是两种具有鲜明特点, 较为成功的非标准有限元算

法# 具体地, DG法是一种迎风型显式算法,它从入流边界开始, 沿流场方向,自上游往下游,逐

个单元进行解算,计算十分简便且可局部并行化# SD法则是一种 Petrov_Galerkin 型的人工粘

性法,由于它在流线方向引进了人工粘性(扩散)项,使计算过程具有良好的稳定性# 理论分析

表明: DG法与 SD法均具有比 Galerkin法更好的计算精度与稳定性能# 但是, DG 法仍然是

Galerkin型的,在解呈急剧变化的局部区域内, 数值解仍可能出现一定程度的震荡; SD法是一

种隐式方法,需在计算区域上整体求解离散化方程组,工作量较大# 孙澈等[ 2]
将 DG法与 SD

法相结合, 提出了求解一阶双曲问题的间断流线扩散( discontinuous_streamline_diffusion)法(简称

DSD法)# 其基本思想是:保持 DG算法的基本结构, 但在从上游往下游逐个单元作显示计算

时,将 Galerkin框架改为 SD框架# 这样,既保持了 DG法迎风、显示的优点, 又可进一步改善
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DG法的稳定性# 

本文我们将讨论求解一阶双曲问题的 DSD法的后验误差估计, 依此来实现空间网格的局

部加密# 基本思想是先在一个粗网格上求解,然后根据后验估计式和使误差在空间网格的元

素上均匀分布的原则,在真解比较平坦的地方,网格比较稀疏,而在真解变化剧烈或数值解剧

烈震荡的地方, 将网格局部加密,这样便可以尽可能少的代价达到提高计算精度的目的# 

1  一阶双曲问题的 DSD格式

设 8 < R
2
为二维多边形区域, 其边界为 ## 考虑一阶双曲模型问题

  
B ü + u = f ( x ) ,   x I 8 ,

u( x ) = g ( x ) , x I #- # 
(1)

其中 B= ( B1, B2) 为给定非零常向量, ¨为梯度算符, # = #- H #+ :

  #- = x I #: B#n( x ) < 0 ,  n( x ) 为 # 在x 处的单位外法向,

  #+ = x I #: B#n( x ) \ 0 = #/ #- # 

称 #- 为方程(1) 之入(内) 流边界, #+ 为出(外) 流边界# 

对 8作拟均匀三角剖分, 记单元为K , 网格为T h = K : K I �8 # hk为单元K I Th 的直

径, h = max
K I T

h

hk# 通常, 设 h [ h0 < 1# 

用5K 表示K 的边界, n表示5K 的单位外法向# 定义

  5K- = x I 5K : B#n ( x ) < 0 ,

  5K+ = x I 5K : B#n ( x ) \ 0 # 

依次称5K-、5K+ 为单元 K 之入流、出流边界# 因 Bi 为常数, PK I T h,在组成5K 之3条边线

上, B#n( x ) 分别为常数,因而5K 之每一边均整体地为入流边或出流边,且5K-、5K+ 非空# 

用 Pr( K ) 表示 K 上次数 [ r 的多项式集合# 定义

  Vh = v I L
2
( 8) , v | K I Pr( K ) , PK I Th ,   r \ 0,

  Wh = w I L
2
( 8 ) , w | K I C (�K ) H H

1
( K ) , PK I T h # 

显然, Vh < Wh# 一般地,当 w I Wh 时, w 在各 5K 上是间断的# 

设 w I Wh , K I T h# 对 Px I 5K ,定义

  w+ ( x ) = l im
s y 0

+
w ( x + s B) , w- ( x ) = lim

s y 0
-

w ( x + s B) ,

  [ w ( x ) ] = w+ ( x ) - w- ( x )# 

w+ ( x ) 是 w 在x 处沿B方向之下游值, w- ( x ) 是 w 在x 处沿B方向之上游值, [ w ( x ) ] 是w 在

越过 x I 5K 时之跳跃值# 

对于 8 中任意具有Lipschitz边界 C的开子集X, 我们定义L
2
( X)、H s

( X)、L 2
( C) 为标准的

Sobolev空间,其相应范数为

  +U+X = +U+L
2
( X) , +U+s , X = +U+H

s
( X) , +U+C= +U+L

2
( C)# 

如果 X = 8 ,我们省去指标 X# 

记 ( w , v) K = QK
wvdx , ( w , v ) = Q8

wvdx ,求解问题(1) 的DSD格式定义为: 求 U I Vh,使

得 PK I T h,有
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( B¨U+ U, v + DB v̈ ) K + Q5K
-

(1 + D) [ U] v+ | B#n | d s =

  ( f , v + DB v̈ ) K ,   Pv I Pr( K ) ,

U- | 5K
-

= g | 5K
-

, 5K- I #- # 

(2)

其中 D \ 0为适当选定的人工扩散(粘性) 参数# 

将( 2)对 K I T h 相加,得 DSD格式之整体形式,求 U I Vh ,使

  

( B¨U+ U, v + DB v̈ ) + E
K I T

h
Q5K

-

(1+ D) [ U] v+ | B#n | ds =

  ( f , v + DB v̈ ) ,  Pv I Pr( K ) ,

U- | #
-

= g# 

(3)

[ 2]中给出了 DSD格式( 2)之先验误差估计# 下面在讨论问题的后验误差估计和局部网

格加密时,我们对 D适当调整,令 hmin = min
K I T

h

hK, 取 D= C0( hmin)
2

> 0# 

2  问题的后验误差估计

考虑二维对偶问题

  
- B z̈ + z = H= u - U,   x I 8 ,

z = 0, x I #+ # 
(4)

引理  设 z 为问题( 4) 的解, 则

  +z +2
+ Q#

-

z
2

| B#n | ds [ +H+2
, (5)

  +B z̈ +2
+ Q#

-

z
2

| B#n | ds [ +H+2# (6)

证明  分别对( 4)式两边乘以 z 和- B z̈ , 再对 x 在 8 上积分,得:

  (- B z̈ , z ) + +z +2
= ( H, z ) ,

  +B z̈ +2
+ ( z , - B z̈ ) = ( H, - B z̈ )# 

利用分部积分公式, 得:

  (- B z̈ , z ) = ( z , - B z̈ ) =
1
2Q#

-

z
2

| B#n | ds# 

从而有

  +z +2
+

1
2Q#

-

z
2

| B#n | ds = ( H, z ) [ 1
2

( +H+2
+ +z +2

) ,

  +B z̈ +2
+

1
2Q#

-

z
2

| B#n | ds = ( H, - B z̈ ) [ 1
2

( +H+2
+ +B z̈ +2

)# 

即

  +z +2
+ Q#

-

z
2

| B#n | ds [ +H+2
,

  +B z̈ +2
+ Q#

-

z
2

| B#n | ds [ +H+2# 

证毕# 

( 4)式两边乘以 H,再对 x 在 8 上积分,得
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+H+2
= ( H, - B z̈ + z ) = ( u, - B z̈ + z ) - E

K I T
h

( U, - B z̈ + z ) K =

    ( B ü + u , z ) - Q#
-

u z B#nds + E
K I T

h
Q5K

U z B#nds - ( B¨U+ U, z ) K =

    ( B ü + u , z ) + Q#
-

u z | B#n | ds + E
K I T

h

Q5K
U z B#nds - ( B¨U+ U, z ) =

    (f , z ) - ( B¨U+ U, z ) + Q#
-

u z | B#n | ds +

    E
K I T

h

Q5K
+

U- z B#nds - Q5K
-

U+ z | B#n | ds # 

注意到,当 5K + I/ #+ 时, 5K+ 必为与 K 相邻之下游单元Kc之入流边界, 且满足

  U- | 5K
c
-

= U- | 5K
+
,

因此

  E
K I T

h
Q5K

+

U- z B#nds = E
K I T

h
Q5K

-

U- z | B#n | ds +

      Q#
+

U- z B#nds - Q#
-

U- z | B#n | ds ,

于是

  +H+2
= ( f , z ) - ( B¨U+ U, z ) + Q#

-

( u - U- ) z | B#n | ds -

      E
K I T

h
Q5K

-

[ U] z | B#n | ds + ( B¨U+ U, v + DB v̈ ) +

      E
K I T

h
Q5K

-

(1 + D) [ U] v+ | B#n | ds - (f , v + DB v̈ ) =

      ( f - B ü - U, z - v - DB v̈ ) + E
K I T

h
Q5K

-

D[ U] z | B#n | ds -

      E
K I T

h
Q5K

-

(1 + D) [ U] ( z - v+ ) | B#n | ds# 

下面利用引理对上式右端各项分别进行估计# 令 Ih: C ( �8 ) y Th为Lagrange插值算子,对

PK I T h,取 v | K = Ih z | K ,由有限元的逆性质和插值理论得

  +B v̈ +K [ Ch
- 1
K +v +K [ Ch

- 1
K +z +K ,

  +z - v +K [ ChK +z +1, K [ ChK ( +z +K + + z̈ +K )# 

考虑到 D= C0( hmin)
2
,有

  +z - v - DB v̈ +K [ +z - v +K + D+B v̈ +K [

      ChK ( +z +K + + z̈ +K + Dh
- 2
K +z +K ) [ ChK ( +z +K + + z̈ +K )# 

因此

  | ( f - B¨U - U, z - v - DB v̈ ) | [

      C E
K I T

h

( hK +f - B¨U- U +K ( +z +K + + z̈ +K ) ) [

      C E
K I T

h

h
2
K +f - B¨U - U +2

K
1/ 2

E
K I T

h

( +z +K + + z̈ +K )
2 1/ 2

[
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      C E
K I T

h

h
2
K +f - B¨U - U +2

K

1/ 2

E
K I T

h

( +z +2
K + + z̈ +2

K )
1/ 2

[

      C E
K I T

h

h
2
K +f - B¨U - U +2

K

1/ 2
( +z +2

+ + z̈ +2
)

1/ 2 [

      C E
K I T

h

h
2
K +f - B¨U - U +2

K

1/ 2
+H+,

  E
K I T

h
Q5K

-

D[ u ] z | B#n | ds [

      CD E
K I T

h

+[ U] | B#n | +2
5K

-

1/ 2

E
K I T

h

+z +2
5K

-

1/ 2

# 

因为

  +z +5K
-

[ +z +5K [ C +z +1, K ,

所以

  E
K I T

h

+z +2
5K

-

1/ 2
[ C E

K I T
h

+z +2
1, K

1/ 2
= C +z +1 [ C +H+# 

因此

  E
K I T

h
Q5K

-

D[ U] z | B#n | ds [ CD E
K I T

h

+ [ U] | B#n | +2
5K

-

1/ 2

+H+# 

  E
K I T

h
Q5K

-

(1+ D) [ U] ( z - v+ ) | B#n | ds [

      E
K I T

h

( +(1 + D) [ U] | B#n | +5K
-

+z - v+ +5K
-
)# 

因为

  +z - v+ +5K
-

[ +z - v +5K [ h
1/ 2
K +z +1, K ,

所以

  E
K I T

h
Q5K

-

(1+ D) [ U] ( z - v+ ) | B#n | ds [

      E
K I T

h

( +(1 + D) [ U] | B#n | +5K
-

- h
1/ 2
K +z +1, K) [

      C (1+ D) E
K I T

h

hK + [ U] | B#n | +2
5K

-

1/ 2
+z +1 [

      C (1+ D) E
K I T

h

hK + [ U] | B#n | +2
5K

-

1/ 2
+H+# 

考虑到 D的选取,综上可得

  +u - U + [ C E
K I T

h

h
2
K +f - B¨U - U +2

K

1/ 2
+

      E
K I T

h

( D2
+ hK (1+ D) 2

) + [ U] | B#n | +2
5K

-

1/ 2

[

      C E
K I T

h

h
2
K +f - B Ü - U +2

K

1/ 2
+

      E
K I T

h

hK + [ U] | B#n | +2
5K

-

1/ 2

# 

对一般函数 f 和g, 精确求出上式右端出现的积分项代价太高或甚至不可能,故需要利用合适
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的求积公式来近似计算# 我们用 Ih f 与 Ih g 替代f 与g,得到如下结论:

定理  设 u 是问题(1) 的解, U为问题(2) 的解,则有

  +u - U + [ C( A 1 + A 2) ,

其中:

  A 1 = E
K I T

h

h
2
K +R +2

K
1/ 2

+ E
K I T

h

hK +[ U] | B#n | +2
5K

-

1/ 2
# 

  A 2 = E
K I T

h

h
2
K +Ih f - f +2

K

1/ 2
+

      E
K I T

h
,5K

-
< #

-

hK +( Ih g - g ) | B#n | +2
5K

-

1/ 2

# 

  R = Ihf - B# Ü - U# 

3  空间网格局部加密

由定理可知,当 h 充分小时, +u - U +充分小,因此所得的后验误差估计为可靠的# 给

出误差控制量 eTOL , 若

  +u - U + < eTOL,

需要适当选取初始网格满足 A 2 [ eTOL / 2C , 以及利用后验误差估计局部加密来满足 A 1 [

eTOL/ 2C# 考虑到定理中的常数 C 难以确定,适当选取 C,即后验误差分析是在某倍数下进行

的,这并不影响利用下面定义的误差指示项来比较各个单元误差的大小# 选定一个初始网格

�T ,�I 为与�T 相对应的Lagrange插值, �U是在此网格下求( 2)的解,令误差指示顶

  G
2
( K , �T , �U) = h

2
K +�R +2

K + hK +[ �U] | B#n | +2
5K

-
,

其中:

  �R = �If - ( B¨�U + �U)# 

如果

  E
K I �T

G2
( K , �T, �U)

1/ 2
<

eTOL

2C
, (7)

则网格不需要调整# 若

  E
K I �T

G2
( K , �T, �U)

1/ 2
\

eTOL

2C
,

则需要根据误差指标项 G来修改网格# 对所有 K I �T ,若

  G( K , �T , �U) > H
eTOL

2C#N
1/ 2
K

,

则K 需加密,同时调整 D,直到满足(7) 为止# 这里 HU 1为调节系数, NK 为�T 的元素个数# 

4  数 值算 例

DSD格式及其理论结果可直接应用于非定常问题(见[ 2] )# 

例  设已知函数

  u( x , t ) = 012sin2Pxcos2Pt - 018exp(10r
2
) cos

3
2

r
2

为一维非定常问题
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5 u
5 t

+
5 u
5x

+ u = f ( x , t )   ( x , t ) I (0, 1) @ (0, 1) ,

u( x , 0) = u0( x ) x I [ 0, 1] ,

u(0, t ) = g0( t ) t I [ 0, 1]

图 1 初始网格               图 2  第一层网格  

图 3 第二层网格              图 4  真解等值线图

之解,其中 r
2

= ( x - 1/ 2)
2
+ ( t - 1/ 2)

2、f、g0 及 u0由已给定的 u( x , t ) 算出# 

下面将非定常一阶双曲问题改写为/定常0问题的形式# 设 8 = (0, 1) @ (0, 1) , 前面(0,

1) 为空间域,后面(0, 1) 为时间域, #表示 8 的边界, n = ( nx , nt ) 表示 #的单位外法向# 改

写 x 为x 1, t为x 2,重新记 x = ( x 1, x 2) , n = ( n1, n2) ,并记 ¨= (5/ 5x 1,5/ 5x 2) , B= (1, 1) ,则

上式可改写成

  B¨u + u = f ( x ) ,   x I 8# 
在 x 1 = 0( x = 0) 和 x 2 = 0( t = 0) 上,亦有 B#n = - 1 < 0, 因此上述问题之入流边界 #-

恰由这两部分组成, 将 #- 上的分段函数 u0、g0统一记为 g( x ) ,即为

  u( x ) = g ( x )   x I #- # 

此时对问题的剖分实为时空三角有限元剖分# 

计算中,采用线性元,取 C = 015, eTOL = 4# 选取一个初始网格(图1) ,利用后验误差估计

局部调整空间网格# 下面给出加密的前两级网格情况(图 2,图 3)# 与图 4相比,真解变化剧
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烈的区域网格得到了加密# 
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Abstract: A posteriori error estimate of the discontinuous_streamline diffusion method for first_order

hyperbolic equations was presented, which can be used to adjust space mesh reasonably. A numerical

example is given to illustrate the accuracy and feasibility of this method.
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