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摘要:  研究了最近发展起来的一种新的 D_摄动方法# 在这种方法里把非线性项转化为含人工

参数 D的形式(如 u3转化为 u1+ D) ,然后把人工参数作为摄动参数# 指出了这种方法有好多优点,

但也有很多局限性# 该文认为何吉欢提出的线化摄动方法可以很好地克服其存在的局限性# 
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引   言

最近 Bender等[ 1]提出了一种新的摄动方法,在这种方法里引进了一人工摄动参数 D,为了

说明问题,我们考虑无小参数的Duff ing方程:

  ud+ u + 10u3 = 0# 

我们把非线性项 u
3用 u

1+ D代替# 很显然当 D= 0时, 方程变成了一个线性方程,当 D从

零逐渐增加时, 其非线性逐渐显示出来# 

Bender等[ 1]把 D作为像传统摄动理论中的小参数E一样,把解展开成 D的级数形式:

  u = u0+ Du1+ D2u2+ ,# 

应用上述思想, 我们可以方便地得到一系列线性方程,从而我们可以逐一求解 u i ( i = 0,

1, 2, 3, ,)# 

1  一个简单例子

我们考虑一个非常简单的例子# 求下列方程的一个根[ 1] :

  x
5
+ x - 1 = 0# (1)

应用牛顿迭代算法, 我们可得

  x = 01754 877 67,# (2)

D_摄动法的基本思想是引进一人工参数 D,这样方程(1) 可写成:
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  x
1+ D

+ x - 1 = 0# (3)

设方程的解可表示成 D的级数形式:

  x ( D) = c0+ Dc1+ D2 c2+ ,# (4)

我们可以方便地求得级数的系数, 我们只写出前面几项[ 1, 2] :

  c0 = 015, c1 = 01173 28, c2 = - 01086 64, c3 = 01051 39,
  c4 = - 01033 77, c5 = 01023 77, c6 = - 01017 58# 

为了便于比较, 我们写出前面几项近似解( D= 4) :

  x 0 = c0 = 015,
  x 1 = c0+ 4c1 = 11193 12,
  x 2 = c0+ 4c1+ 16c2 = - 01193 12,
  x 3 = c0+ 4c1+ 16c2+ 64c3 = 31095 84,
  x 4 = c0+ 4c1+ 16c2+ 64c3+ 256c4 = - 51549 28,
  x 5 = c0+ 4c1+ 16c2+ 64c3+ 256c4+ 1 024c5 = 181791 2,
  x 6 = c0+ 4c1+ 16c2+ 64c3+ 256c4+ 1 024c5+ 4 096c6 = - 541322 4# 

虽然 Bender等[ 1]的文章得到了一个收敛的级数解,但我们可以发现前面几项近似解发生激烈

震荡# 

在工程应用中, 我们希望通过很少的几项来很好地逼近真解# 我们知道摄动解的阶数越

高,计算量就越大# 作者提出的一些新的摄动理论[ 3~ 5]可以很好地克服这一困难,在文献[ 6] ,

我们对一些新的摄动方法进行了评述# 在本文里我们将用线化摄动方法[ 5]来克服 D摄动方法

中的缺陷# 

2  线化摄动方法

线化摄动方法[ 5]也是引进一人工参数 p ,但引进方式与 D摄动方法不同# 在这种方法里,

我们把方程(1) 中的非线性项线化:

  x
5
~ bx , (5)

式中 b 为线化系数,它可以用很多方法确定# 令

  Q
1

0
x ( bx - x

5
) dx = 0, (6)

即可得

  b =
3
7
, (7)

这样我们可以得到方程( 1)的线化方程:

  (1 + b ) x - 1 = 0# (8)

我们再把方程( 1)写成如下形式

  (1 + b ) x - 1 = bx - x
5
, (9)

在上述方程中引进一人工参数 p :

  (1 + b ) x - 1 = p ( bx - x
5
) , (10)

很显然当人工参数 p 单调地从0增加到 1时,就是线化方程(8) 逐渐地变形到原方程(1)# 因

此如果我们能寻找到方程(10) 的一个级数解, 这个级数解将随着人工参数的逐渐增加而趋向

于真解# 
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由于 0 [ p [ 1,所以我们有理由把它看成是摄动参数, 这和同伦摄动方法相一致[ 3, 4]# 

我们把方程(10) 称为含人工参数的摄动方程# 

按照传统的摄动理论,我们可以假设方程( 10)的解可表示为

  x = c0+ pc1+ p
2
c2+ ,, (11)

其中的系数可以非常方便地求得# 我们只写出前几项:

  c0 =
1

1 + b
= 017,

  c1 =
bc0- c

5
0

1 + b
= 01092 35,

  c2 =
bc1- 5c

4
0 c1

1 + b
= - 01032 355,

这样我们前二阶近似解:

  x 0 = c0 = 017, x 1 = c0+ c1 = 01792 35, x2 = c0 + c1+ c2 = 01759 99

可以看出二阶近似与精确解的误差只有 016%# 通过简单的计算, 我们可以得到精度更高的

高阶近似# 

3  应   用

作为应用, 我们考虑圆球在无摩擦弯管里的运动# 设恢复力与位移立方成正比,于是我们

可得以下方程[ 7~ 9]

  ud+ Eu3 = 0, (12)

初始条件为 u (0) = A , uc(0) = 0# 

在这里系数 E不要求是小参数, 即可以0< E< ] # 对这一简单的方程,即使 E n 1,传统

的摄动理论也无能为力# 

我们把非线性项线化:

  Eu3 ~ X2u ,

于是可得线化方程:

  ud+ X2u = 0, (13)

我们再把方程( 12)写成如下形式:

  ud+ X
2
u = X

2
u - Eu

3
, (14)

这样我们可引进一人工参数:

  ud+ X
2
u = p ( X

2
u - Eu

3
)# (15)

假设方程( 15)的解可表示为 p 的级数形式:

  u = u0+ pu1+ p
2
u2+ ,,

我们可以得到求解 u0和 u1的微分方程:

  u
d
0+ X2u0 = 0, u0(0) = A , u

c
0(0) = 0, (16)

  u
d
1+ X2u1 = X2u0- Eu30, u1(0) = 0, u

c
1(0) = 0# (17)

方程( 16)的解为 u0( t ) = A cosXt# 把 u0代入方程(17) 得:

  u
d
1+ X2u1 = A X2-

3
4
EA 2 cosXt -

1
4
EA 3cos3Xt# (18)

为了消除长期项,令
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  X =
1
2

3EA 2# (19)

解方程( 18) ,并考虑初始条件 u1(0) = 0和 u
c
1(0) = 0,我们可得:

  u1( t ) = -
EA
3

32X2
( cos3Xt - cos Xt )# (20)

令 p = 1,我们可得一阶近似:

  u = u0+ u1 = AcosXt - EA
3

32X2
( cos3Xt - cosXt ) , (21)

其近似周期为

  T =
4P 3

3E1/ 2A
=
71255
E1/ 2A

# (22)

而其精确周期为[ 9]

  T ex = 71416 4E- 1/ 2A - 1# (23)

可见对于所有 E> 0, 其相对误差小于 212%# 

4  结   论

我们这里给出了一种新的摄动方法,这种方法有效地把线化摄动方法和同伦摄动方法相

结合,很显然这种方法比 D摄动方法要优越得多# 该方法比其他摄动理论也具有一定的优越

性,如改进的 L_P 方法[ 10~ 13] , 记帐式的参数摄动方法[ 14] # 这一方法可归类于同伦摄动方

法[ 3, 4]# 这一新的摄动方法有望在工程中得到广泛的应用# 
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A Note on Delta_Perturbation Expansion Method

HE Ji_huan

( LNM , Inst itute of Mechanics , Chin ese Academ y of Scien ces ; Shan gha i

Institute of Applied Mathema tics an d Mechan ci s , Shan gha i Univer sity ,

Shan gha i 200072, P R China )

Abstract: The Delta_perturbation expansion method, a kind of new perturbation technique depending

upon an artificial parameter Delta was studied. The study reveals that the method exits some advan-

tages, but also exits some limitations. To overcome the limitations, the so_called linearized perturba-

tion method proposed by HE Ji_huan can be powerfully applied.

Key words: perturbation method; artificial parameter; nonlinear equation; homotopy
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