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摘要 :  将史宏彦等提出的无粘性土的应力矢量本构模型应用于分析多种复杂应力路径下材料的

变形问题# 结果表明,此模型不仅能够很好地反映无粘性土的应力应变非线形、硬化性、剪缩剪胀

性、与应力路径的相关性、主应力与主应变增量方向之间的非共轴性以及球偏应力与变形的耦合

性等主要变形特性,而且也能够同时考虑主应力轴的旋转和中主应力对土的变形及强度的影响# 

模型预测结果与试验结果之间的良好吻合表明了该模型的广泛适用性# 
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引   言

笔者在文献[ 1]中提出了一种新的、适用于无粘性土的应力矢量本构模型# 该模型主要利

用了应力矢量作用效应等效分解的思想# 具体讲来,在平面应变条件下,应力矢量的作用效应

可以等效分解为球应力(即平均有效应力)作用效应和应力比矢量(偏应力矢量与球应力之比)

作用效应的叠加# 这样, 应力状态的变化所产生的应变增量就等于平均有效应力的变化、应力

比矢量的数量变化和方向变化(即主应力轴旋转)各自产生的应变增量之和# 即

  dE = dE
c
+ dE

s
+ dE

r
= [ D ] dR , (1)

式中, dEc 、dEs 和 dEr 分别代表球应力的变化、应力比矢量的数量和方向变化产生的应

变增量; [ D] 为应力 _应变矩阵# 在三维条件下,通过将一般应力张量 R 分解为三个部分应

力张量(机构) [ R] i ( i = 1 ~ 3) [ 2] ,并利用式(1) 和多机构模型[ 2]
,可得到如下本构关系

  dE = E
3

i= 1

dE i# (2)

式中, dE 为三维应力条件下的应变增量; dE i为第i 个机构[ R] i 产生的应变增量,由式(1)

确定# 此外, 为了使上述模型具有较宽广的适用性和灵活性, 笔者还采用了松岗元

(Matsuoka) [ 3]、Rowe[ 4] 及能量平衡三种应力 _剪胀关系# 式(1) 和(2) 的具体计算方法可参见

文献[ 1]# 

本文将该模型应用于多种应力路径下材料的变形分析,并通过与大量试验结果的比较,验
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证该模型的合理性和应用的广泛性# 文中涉及到的试验材料及本构参数[ 3, 5]见表 1# 该表中

的铝棒试样是由直径 116mm 和 310mm、长 50mm的铝棒堆积而成# 应当指出的是,由于在绝大

多数应力路径下采用三种应力_剪胀关系计算出的结果差别不大,故对有些路径只给出了按某

种剪胀关系的计算结果# 此外,限于篇幅,在此仅给出部分应用结果,更详细的资料可参见文

献# 

 表 1 本 构 参 数

材   料
本  构  参 数

Cc / ( 1+ e0) ( % ) Cs / ( 1+ e0) ( % ) �G 0 K L <(度) < t(度)

铝   棒 112 32216 018 0119 24 17157

Toyoura砂 01928/ 113* 01578 43418 112 012 40 26157

  * 01928及 113 分别表示排水三轴和单剪条件的值# 

1  应力矢量本构模型模拟静荷作用

111  沿Mohr应力圆径向加载

试验材料为表 1所述的铝棒# 所有试验(称为/径向试验0)均从均压状态开始剪切, 并在

试验过程中保持平均有效应力 Rm( Rm = 40kPa) 和大主应力方向角 A( A= 2215b、45b和 60b) 不

变[ 3]# 对该种路径,因 dRm = dA= 0,故 dEc = dEr = 0, dE = dEs # 当采用松岗元应

力 _剪胀关系时,对式(1) 积分,有

Ez , x = R1
( R 2sin <m0 + R3cos<m0 ? cos2A)

( sin <- sin <m0)
-
( R3 ? cos2A)

sin<
+ R2ln 1 -

sin<m0
sin<

+

R3 tan<ln tan
<
2

tan( </ 2) tan( <m0/ 2) - 1

tan( <m0/ 2) - tan( </ 2)
- <m0 , (3)

Sxz
Rz

=
�G 0( Sxz / Rz )fCxz

( Sxz / Rz )f + �G0 Cxz
,  

Sxz
Rz f

=
sin<sin2A

1 + sin <cos2A
# (4)

式中, R1 = 015sin2</ �G0, R2 = 1- 2/ K, R3 = 2L/ K, <m0 = arcsin[ ( R1- R3) / ( R1+ R3) ] 为强

度发挥角# 式(3) 和(4) 的计算结果(实线) 与试验结果的比较见图1# 显然,两者是非常吻合

的# 

图 1 沿 Mohr应力圆径向加载时模型预测结果与试验结果的比较

112  沿Mohr应力圆圆周加载(主应力轴纯旋转)

试验材料仍为前述的铝棒# 共进行了两个试验 (0b [ A [ 180b) [ 3]# 在试验 1中, R1 =

48kPa, R3 = 32kPa, | Gs | = sin <m0 = 012;在试验2中, R1 = 50kPa, R3= 30kPa, | Gs | = sin<m0
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= 0125# 在上述应力路径下,因仅有主应力轴旋转, 故 dEc = dEs = 0, dE = dEr # 对

式(1) 积分,可以得到如下应变分量的解析解

  
Ez , x = 015R1[ RvA? cos( A+ 2Br) sinA] ,

Cxz = R 1sin( A+ 2Br) sinA,
(5)

式中

R1 = 2sin <sin <m0/ [�G 0( sin <- sin <m0) ] ,  tan2Br = ( sin </ sin <m0)
2
- 1, (6)

对于松岗元应力_剪胀关系: Rv = sin<m0- 2(�Gs - L) cos<m0/ K, (7)

对于 Rowe应力_剪胀关系: Rv =
tan2(45b+ <t / 2) - tan2(45b+ <m0/ 2)
tan2(45b+ <t / 2) + tan2(45b+ <m0/ 2)

, (8)

对于能量平衡应力_剪胀关系: Rv = sin <t - sin <m0cos2B# (9)

式中, �Gs 见文献[ 1]# B为大主应变增量 dE1 与大主应力 R1之间的夹角, 当主应力轴纯旋转时

B= Br# 模型预测结果(实线) 与试验结果的比较如图2# 从该图可以看出, 除试验2起始阶段

的剪应变与实测值有一定差别外, 其它情况下模型预测结果与试验结果均能较好地吻合# 

图 2 主应力轴纯旋转时模型预测结果与试验结果的比较

113  排水单剪应力路径

试验材料为Toyoura(丰蒲)砂,起始应力状态为:竖向应力 Rz0 = Rz U 196kPa且在试验过程

中保持不变, Rx0 U 86kPa, Sxz0 = 0# 按照Rowe应力 _剪胀关系的数值计算结果(实线) 与试验

结果[ 4] 的比较见图3# 显然,模型预测结果与试验结果能够很好地吻合# 

114  三轴应力路径

由于三轴应力状态是一种主应力状态,主应力方向固定不变,没有主应力轴的旋转, 因此

dEr = 0# 此外,对于能量平衡应力 _剪胀关系,因主应力与主应变增量同向,故 B= 0# 

11411  三轴排水等 Rm压缩路径

在该种路径下,除 dEr = 0外, 还因dRm = 0, dEc = 0,故 dE = dEs # 对式(2) 积分
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图 3  排水单剪条件下模型预测结果与试验结果的比较( Toyoura砂)

  
E1 = 2Esz | A= 0,

E3 = E
s
x | A= 0,

(10)

式中, Esz , x | A= 0为 A= 0时的 Esz , x# 当采用能量平衡应力 _剪胀关系并从均压状态开始剪切

时,只需将 A= 0代入下式即可确定# 

  E
s
z , x =

sin2<
2�G 0

sin<m0( sin<t - sin< ? cos2A)
sin<( sin <- sin <m0)

+ ln
sin <

sin <- sin<m0
# (11)

对于Toyoura砂,计算结果(实线)与试验结果[ 3]的比较见图 4# 显然,模型预测结果能够很好

地符合试验结果# 

图 4  三轴排水等 Rm 压缩时模型预测结果与试验结果的比较(Toyoura 砂)

11412  三轴排水 R1伸长路径

在该种应力路径下, 除 dEr = 0外,还可以证明 dEc = 0[ 5]# 对式(2) 积分,有

  
E1 = E

s
z | A= 0+ Ei( ii ) ,

E3 = 2Esx | A= 0# 
(12)

式中, Esz , x | A= 0同样为 A= 0时的 Esz , x# 当采用松岗元应力 _剪胀关系并从均压状态开始剪切

时,只需 A= 0将代入式(3) 即可确定# Ei( ii ) 由下式确定# 

  Ei ( ii) = 01434Ccln( Rm / Rm0) / [ 6(1 + e0) ] (13)

式中, Rm0为起始平均有效应力# 当从均压状态开始剪切时, Rm0等于大气压力Pa# 式(12)计

算结果与试验结果
[ 3]
的比较见图 5# 同样, 模型预测的结果能够很好地符合试验结果# 

11413  三轴排水等 R3 压缩路径

对式( 2)积分,有

  
E1 = 2( Eicz + Eacz + Esz ) ,

E3 = Eicx + Eacx + Esx + Ei ( ii )# 
(14)

式中, E
ic
z , x 与Ei( ii ) 相同(参见文献[ 1] 式(61) ) ,由式(13) 确定# 当采用Rowe应力 _剪胀关系

时, Eacz , x 和Esz , x 分别由如下式(15) 和(16) 确定# 
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图 5  三轴排水等 R1 伸长时模型预测结果与试验结果的比较( Toyoura砂)

  E
ac
z , x = 01434Ccsin<( W1 ? W2) / [ 2(1+ e0) ] , (15)

  E
s
z , x = 015sin2<( W3 ? W4) /�G 0, (16)

式中

  W1 = - A ln( sin<- sin <m0) - B ln(1- sin <m0) - C ln(1- R 1sin <m0) / R1,

  W2 = [ ln(1 - sin <m0) - sin<ln( sin<- sin<m0) ] / (1 - sin <) ,

  W3 =
R2

R2- sin<
R1- sin<

sin<- sin <m0
+

R 1- R2
R2- sin<ln

sin <- sin<m0
R 2- sin <m0

,

  W4 = ( sin <- sin<m0)
- 1
, A = sin<( R 1- sin <) / [ (1- sin<) (1 - R1sin) ] ,

  B = (1- sin<)- 1, C = - (1 + R1) / (1 - R1sin<) , R 1 = sin<t , R 2 = 1/ R1# 

模型预测结果(实线)如图 6示# 不难看出,模型很好地预测出了试验结果[ 3]# 

图 6  三轴排水等 R3 压缩时模型预测结果与试验结果的比较( Toyoura砂)

11414  三轴排水等应力比压缩路径

在该种应力路径下,除 dEr = 0外, 还因应力比Rs = R1/ R3= const, d <m0 = 0,故 dEs =

0# 利用这些条件对式(2) 积分, 有

  E1 =
01434Cc

1 + e0
1
3
+

sin<sin <m0
sin <- sin <m0

( Rv + 1) ln
Rm
Rm0

, (17)

  E3 =
01434Cc

1 + e0
1
3 +

sin<sin <m0
sin <- sin <m0

( Rv - 1) ln
Rm
Rm0

, (18)

式中, Rm0为起始有效平均应力# Rv 见式(7) ~ (9)# 对于Toyoura砂,当 Rm0= 196kPa时模型

预测值(实线) 与试验值
[ 6]
的比较见图7# 从该图可见,虽然 Rs = 4的模型预测值与试验值有

一定的差别,但模型的预测结果基本上反映了等应力比条件下土的偏压固结特性# 

11415  三轴不排水伸长路径
试验材料为 Toyoura砂, 从均压状态开始剪切# 起始平均有效应力 Rm0 = 196kPa# 采用松

岗元应力 _剪胀关系的数值计算结果(实线) 与试验结果[ 6] 的比较见图 8# 显然,模型的预测

值基本上解释了三轴不排水伸长条件下土的变形特性# 
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图 7  三轴排水等应力比压缩时模型预测结果与试验结果的比较( Toyoura砂)

115  真三轴路径

11511  排水真三轴等 Rm路径

设 tanH= 3( R1- R3) / (2R1- R2- R3)# Nakai和Matsuoka[ 7] 在 Rm = 196kPa = const、H=

15b和 45b条件下对Toyoura砂进行了排水真三轴试验, 结果如图 9示# 在以上应力路径条件

下,除 dEr = 0外,还因 dRm = 0,故 dEc = 0# 对式(2) 积分有

图 8 三轴不排水伸长时

模型预测结果与

试验结果的比较

E1 = Esz ( <m012, <12, A= 0) + Esz  ( <m013, <13, A= 0) , (19)

E2 = Esx ( <m012, <12, A= 0) + Esz  ( <m023, <23, A= 0) , (20)

E3 = Esx ( <m023, <23, A= 0) + Esx  ( <m013, <13, A= 0) , (21)

式中

sin <m012 =
R1- R2
R1+ R2

, sin <m013 =
R1 - R3
R1 + R3

, sin<m023 =
R2- R3
R2+ R3

# 

<ij 就是达到破坏时的<m0ij# Esz , x ( <m0ij , <ij , A= 0) 为 A= 0、<m0 =

<m0ij、< = <ij 时的 Esz , x# 当采用松岗元应力 _剪胀关系时见式

(3)# <ij 由图 9中破坏时的应力状态确定,见表2# 

根据式( 19) ~ ( 21)的计算结果(实线)与试验结果的比较见图

9# 从该图可见, 模型很好地预测了真三轴等 Rm 条件下土的变形特性# 

表 2 破坏参数 <ij

H/ (b)
<ij / (b)

<12 <13 <23

15 27121 48160 26146

45 7121 45140 40110

11512  排水真三轴等应力比路径

Nakai和Matsuoka[ 7]在 H= 30b, Rm = 98、147kPa

以及R s = R3/ R1= 4和5条件下对Toyoura砂进行了排

水真三轴试验# 试验是从均压状态开始的, 其结果

见图10# 因试验过程中 Rs和H保持不变, 故 <ijm0也是

常数# <ijm0和破坏时的 <ij 可根据Rm , Rs和H均为常数

以及破坏应力比 Rsf U 618(见文献[ 7] 中 H= 30b的试
验结果) 确定, 见表 3# 注意到 dEr = 0及 dEs = 0,积分式(2) 有

  E1 = Eicz + Eacz ( <m012, <12) + Eicz + Eacz ( <m013, <13) , (22)

  E2 = E
ic
x + E

ac
x ( <m012, <12) + E

ic
z + E

ac
z ( <m023, <23) , (23)

  E3 = Eicx + Eacx ( <m023, <23) + Eicx + Eacx ( <m013, <13) , (24)

式中, E
ic
z , x 与Ei( ii ) 相同, 由式(13) 确定# Eacz , x ( <m0ij , <ij ) 由下式确定# 
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图 9  排水真三轴等 Rm 时模型预测结果与试验结果的比较( Toyoura砂)

  Eacz , x( <m0ij , <ij ) =
1
2

01434Cc

1+ e0

sin <ij sin<m0ij
sin<ij - sin <m0ij

( Rv ? 1) ln
Rm
Rm0

,

式中, Rm0为起始有效平均应力# 将表3参数代入式(22) ~ (24) , 按照松岗元应力 _剪胀关系

的计算结果(实线) 与试验结果的比较见图10# 从该图可以看出,模型的预测值与试验值虽有

一定的差异,但基本上能够较好地反映等应力比条件下土的变形特性# 

 表 3 参数 <m0ij 和<ij ( H= 30b, R sf U 61 8)

R s

Rm0

/ kPa

<m0ij / (b) <ij / (b)

<m012 <m013 <m023 <12 <13 <23

4 98 13134 25138 36187 15173 48104 36129

5 147 14148 41181 30100 15173 48104 36129

图 10 排水真三轴等应力比时模型        图 11  排水动单剪时体应变与剪应

预测结果与试验结果的比较 力之间的关系( Toyoura砂)

2  应力矢量本构模型模拟循环荷载作用

211  排水动单剪
起始应力状态为: Rx0 = 82kPa, Rz0 = Rz = 196kPa = const, Sxz0 = 0# 动剪应力 Sxzd =

Sxzmsin( 2Pt ) ( t [ 3s)# 因无单剪条件下的 Cs,故计算时取排水三轴条件下的压缩指数和回弹

指数# 计算结果(按松岗元应力_剪胀关系) 如图11# 从该图可以看出,随着时间(或振次)的
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增大, 残余体应变也逐渐增大# 并且,土都表现为剪缩性# 这是因为在以上加载条件下,应

力状态均没有超过相态转换线(即 <m0 < <t )# 

212  不排水动单剪
共进行了两个算例# 

算例 1: 起始应力状态为 Rx0 = 98kPa, Rz0 = 100kPa, Sxz0 = 0# 动剪应力 Sxzd =

Sxzmsin( 2Pt )# 其中剪应力幅值Sxzm = 15kPa# 对于算例2,起始应力状态为 Rx0= 98kPa, Rz0=

150kPa, Sxz0 = 0# 动剪应力同算例 1# 

( a)  前几个循环的滞回曲线           ( b)  动孔隙水压力时程曲线

( c)  有效应力路径线           ( d)  有效侧向应力的变化

图  12

( a)  动孔隙水压力时程曲线           ( b)  有效应力路径

对于Toyoura 砂, 按松岗元应力_剪胀关系的计算结果分别如图 12(算例 1)和 13(算例 2)

示# 从这些图中不难看出: ¹ 在动荷作用的前期, 由于土表现为剪缩性,因此, 动孔压随着振
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( c)  竖向有效应力的变化           ( d)  竖向和侧向有效应力的变化

图  13

动历时(或振次)的增加而增大,并逐渐趋向于起始有效上覆压力 Rz0# 与此同时, 有效应力路

径也向 Sxz_Rm 坐标系的原点移动;而在后期, 因土又表现出剪胀性, 故动孔压仅在某一水平上

下起伏变化,有效应力路径呈现出/蝴蝶结0 现象# 这种现象就是所谓的/往返活动性0# º

土在未出现剪胀性之前,有效侧向应力 Rx 和有效竖向应力 Rz 均随振动历时的增加而逐渐减

小, 但 Rz的减小幅度大于Rx的减小幅度# 当剪胀性出现后, 与动孔压类似, Rx和Rz也在某一水

平上下起伏变化# 但可以设想,如果该土没有剪胀性,则 Rx和Rz 均会继续减小,直到某一时刻

Rx = Rz = 0并发生液化# 以上结论与通常的试验结果[ 8] 是完全一致的# 

3  结   论

基于多种加载条件下的试验结果, 本文对无粘性土的应力矢量本构模型的适用性进行了

较为详尽、深入地探讨# 结果表明,由于该模型能够同时考虑应力矢量的大小和方向变化对变

形的作用效应, 因此,既适用于单调静力荷载,也适用于往返动力荷载# 此外,在反映土的应力

应变非线形、硬化性、剪缩剪胀性、与应力路径的相关性、主应力与主应变增量方向之间的非共

轴性、球偏应力与变形的耦合性、主应力轴的旋转以及中主应力对土的变形和强度的影响等主

要变形特性方面,该模型也具有独特的优点# 预测结果与试验结果良好的吻合显示了该模型

的广泛适用性# 
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A Stress Vector_based Constitutive Model for

Cohesionless Soil (Ò) ) Application
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Abstract: The stress vector_based constitutive model for cohesionless soil, proposed by SHI Hong_

yan et al, was applied to analyze the deformation behaviors of materials subjected to various stress

paths. The result of analysis shows that the constitutive model can capture well the main deformation

behavior of cohesionless soil, such as stress_strain nonlinearity, hardening property, dilatancy, stress

path dependency, non_coaxiality between the principal stress and the principal strain increment

directions, and the coupling of mean effective and deviatoric stress with deformation. In addition, the

model can also take into account the rotation of principal stress axes and the influence of intermediate

principal stress on deformation and strength of soil simultaneously. The excellent agreement between

the predicted and measured behavior indicates the comprehensive applicability of the model.

Key words: cohesionless soil; rotation of principal stress axes; stress vector; constitutive model;

application
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