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具有非局部边界的奇异摄动问题的数值解
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摘要:  研究了具有非局部边界的奇异摄动问题# 对于正的小摄动参数, 其解显示出边界层特

性# 为了求解该问题, 构造了非等距网格上的指数型有限差分# 还给出了小参数时的一致收敛

性分析, 同时给出了一个数值例子# 
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引   言

本文将应用有限差分法, 对下列具有非局部边界值的奇异摄动问题进行数值研究:

  Lu S- Eud + a( x ) u = f ( x )   (0 < x < l) , (1)

  L 0u S- Euc(0) + Cu (0) = L0, (2)

  L 1u S u( l ) - Du( d ) = Ll   (0 < d < l) , (3)

这里 E是正的小参数, C> 0, D, L0和 Ll是给定的常数, a( x ) \ A> 0和 f ( x ) 是充分光滑的

x 的实函数,这样保证对于所有小的 E均存在唯一解u( x )# 当 E在零附近时,该解在 x = 0和

x = l 存在边界层(参考第 1节)# 

奇异摄动微分方程(小参数 E出现在最高阶导数项上) 在科学与工程中具有很多应用# 

譬如, 高Reynolds数流体的 Navier_Stokes方程[ 1, 2] , 液晶材料和化学反应的数学模型[ 3] , 控制

理论[ 4] , 电子网络[ 2, 5]# 

当 E很小时,用传统的数值方法求解这类问题将带来很多困难[ 1, 6, 2, 7, 8]# 因此,有必要发

展一种适合这类方程的有效的数值方法# 有很多文献研究了当方程( 1)是两点型边界条件时

的情形,如[ 1, 6, 2]# 文献[ 9, 10]给出了当方程( 1)具有非局部边界和第一类边界时的等距网

格上的差分格式 (关于非局部边界值问题及其应用可参考[ 11, 12] )# 最近He
[ 13~ 19]

提出了一

些新的摄动方法,这些方法不仅适合于小参数,而且当参数很大时也一致有效# 文献[ 17]给出

了最新非线性分析方法的综述# 

本文给出了方程( 1) ~ ( 3)一致收敛的非等距网格的差分格式# 这里我们感兴趣的是:构

造这样一个格式,使得该方法对所有的摄动参数都有效# 我们的方法是根据积分恒等式, 应

用指数基函数和平方插值原理构造一差分格式[ 20~ 22] # 我们还建立最大误差估计, 并给出了
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一个例子# 

本文将应用文献[ 23]的有关术语# 

1  主 要结 果

这里先给出方程( 1) ~ ( 3)的渐近估计, 为下面的数值分析奠定基础# 

引理 1  设 u( x ) 是方程 ( 1) ~ (3) 的解, 并假设 a, f I C
1
[ 0, l ] , 且

  1- Du1( d) X 0, (4)

这里 u1( x ) 是两点边值问题的解:

  Lu1 = 0   (0 < x < l) , (5)

  L 0u1 = 0, u1( l ) = 1# (6)

那么下面的估计成立:

  +u +C[ 0, l] [ C, (7)

  | uc( x ) | [ C 1 + 1

E
exp ax

E
+ exp a( l - x )

E
  (0 [ x [ l ) , (8)

这里 C 是一个与E无关的正常数 (在我们的数值讨论中,也与网格大小无关)# 

证明  设 u( l ) = K# 那么 u( x ) 可以表示为

  u( x ) = u0( x ) + Ku1( x ) , (9)

这里 u0( x ) 是下列两点边界问题的解:

  Lu0 = f ( x )   (0 < x < l) , (10)

  L 0u0 = L0,  u0( l ) = 0# (11)

由方程( 3)和( 9) , 我们得

  K=
L1+ Du0( d)
1- Du1( d)

# (12)

方程( 5) , ( 6) 和 ( 10) , ( 11) 通常是具有第一类和第三类边界条件的两点边界值问题# 这里

传统的最大原理是成立的(参考[ 24, 25] ) , 如果当 v( x ) I C
2
[ 0, l ] 时 Lv \ 0(在[ 0, l ] 上) 和

L0v \0, v ( l ) \ 0成立, 那么对于所有的 x I [ 0, l ] 有 v ( x ) \ 0# 

易知

  +u0 +C[ 0, l ] [ A
- 1 +f +C[ 0, l ] + C

- 1
| L0 | ,

  0 [ u1( x ) [ 1, 0 [ x [ 1# 

应用最大原理, 方程( 7)成立, 这是因为:

  +u +C[ 0, l] [ +u0 +C[ 0, l ] + | K| +u1 +C[ 0, l ]# 

但方程( 8)还未得到, 它可以由:

  | uc( x ) | [ | u
c
0( x ) | + | K| +u

c
1( x ) +

及以下著名的两点边界值问题[ 1, 6]得到

  | u
c
0( x ) | [ C 1 +

1

E
exp

ax

E
+ exp

a ( l - x )

E
  (0 [ x [ l ) ,

  | u
c
1( x ) | [ C

1

E
exp

a( l - x )

E
  (0 [ x [ l )# 

评注 1  ( 4)成立的充分条件是:
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  D<
Csinh( Al / E) + Acosh( Al / E)
Csinh( Ad/ E) + Acosh( Ad/ A)

, (13)

  D [ 1# (14)

事实上,把最大原理应用于方程( 5) 和( 6) , 可得

  u1( x ) [ w ( x ) , (15)

这里 w ( x ) 是下列方程的解:

  - Ewd+ Aw = 0   (0 < x < l) , (16)

  L 0w = 0,  w ( l) = 1# (17)

方程 ( 16) , ( 17)的解可显式表示:

  w ( x ) =
Csinh( Ax / E) + Acosh( Ax / E)
Csinh( Al / E) + Acosh( Al / E)

# 

于是由上式方程和方程 ( 13) , ( 15) , 我们可得 (当 D> 0 时) :

  1- Du1( d) \ 1 - Dw ( d) > 0,

即条件( 4)在满足( 13)时才成立# 在条件( 14)下, 由于 u1( d ) [ w ( d) < 1,我们同时可得

  1- Du1( d) > 1 - D\ 0# 

2  通用差分格式

下面我们用 X表示在区间[ 0, l ] 上的非均匀网格:

  X = 0 = x 0 < x 1 < ,< xN
0
< xN

0
+ 1 < ,< xN = l , xN

0
= d ,

  �X = X G x = 0, l # 

在离散方程( 1)前,我们先应用恒等式:

  G- 1i Q
x
i+ 1

x
i- 1

Lu( x ) Ui ( x )dx = G- 1i Q
x
i+ 1

x
i- 1

f ( x ) Ui ( x )dx   ( i = 1, 2, ,, N - 1) , (18)

这里

  hi = x i - x i- 1,  Gi = ( hi + hi+ 1) / 2# 

基函数 Ui ( x )
N- 1
i = 1 具有以下形式:

  Ui ( x ) =

U( 1)i ( x ) S
sinh(Mi- 1/ 2( x - x i- 1) )

sinh(Mi- 1/ 2h i )
  ( xi- 1 < x < x i ) ,

U( 2)i ( x ) =
sinh(Mi+ 1/ 2( xi+ 1- x ) )

sinh(Mi+ 1/ 2hi+ 1)
  ( xi < x < x i+ 1) ,

0   ( x I\ ( x i- 1, xi+ 1) ,

这里 Mi ? 1/ 2 = ai ? 1/ 2/ E, ai ? 1/ 2 = a ( ( x i + x i? 1) / 2)# 

注意到 U
(1)
i ( x ) 和 U

(2)
i ( x ) 分别是下列问题的解:

  - EUd+ ai- 1/ 2 U= 0,  xi- 1 < x < xi ,  U( x i- 1) = 0,  U( xi ) = 1, (19)

  - EUd+ ai+ 1/ 2 U= 0,  xi < x < xi+ 1,  U( x i ) = 1,  U( x i+ 1) = 0# (20)

经过分部积分及重新组合,方程( 18)可写成:

G- 1i Q
x
i

x
i- 1

[ EucU(1)ci + ai- 1/ 2uU
(1)
i ] dx + G- 1i Q

x
i+ 1

x
i

[ EucU(2)ci + a i+ 1/ 2uU
( 2)
i ] dx = F i - R i

( i = 1, 2, ,, N - 1) , (21)

这里
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  Fi = G- 1i f i- 1/ 2Q
x
i

x
i- 1

U(1)i ( x )dx + G- 1i f i+ 1/ 2Q
x
i+ 1

x
i

U(2)i ( x )dx , (22)

  Ri = G
- 1
i Q

x
i

x
i- 1

[ a( x ) - a i- 1/ 2] u( x ) U
( 1)
i ( x ) dx +

      G
- 1
i Q

x
i+ 1

x
i

[ a( x ) - ai+ 1/ 2] u( x ) U
(2)
i ( x )dx +

      G- 1i Q
x
i

x
i- 1

[ f i- 1/ 2- f ( x ) ] U( 1)i ( x )dx +

      G- 1i Q
x
i+ 1

x
i

[ f i+ 1/ 2- f ( x ) ] U( 2)i ( x )dx# (23)

在权函数为 U(1)i ( x ) 和 U(2)i ( x ) 的区间[ xi- 1, x i ] , [ x i , x i+ 1] 内应用文献[ 22] 的公式 (211) 和
(2. 2) ,考虑到方程 (19) 和 (20) ,我们得到下面精确的关系式:

  G- 1i Q
x
i

x
i- 1

[ EucU( 1)ci + a i- 1/ 2uU
( 1)
i ] dx + G- 1i Q

x
i+ 1

x
i

[ EucU(2)ci + ai+ 1/ 2uU
(2)
i ] dx =

      EG- 1i 1- E- 1a i- 1/ 2Q
x
i

x
i- 1

U(1)i ( x ) ( xi - x )dx u�x , i -

      EG- 1i 1- E
- 1
a i+ 1/ 2Q

x
i+ 1

x
i

U
(2)
i ( x ) ( x - xi )dx ux , i +

      G- 1i ai- 1/ 2Q
x
i

x
i- 1

U( 1)i ( x )dx + G- 1i ai+ 1/ 2Q
x
i+ 1

x
i

U(2)i ( x )dx ui =

      EG- 1i Hiu�x , i - EG- 1i Hi+ 1ux , i + A iui , (24)

这里

  u�x , i = ( ui - u i- 1) / h i S ( u( x i ) - u( xi- 1) ) / hi ,

  ux , i = ( ui+ 1- ui ) / h i+ 1,

  Hi = 1 - E- 1ai- 1/ 2Q
x
i

x
i- 1

U(1)i ( x ) ( xi - x )dx ,

  Hi+ 1 = 1 - E- 1ai+ 1/ 2Q
x
i+ 1

x
i

U(2)i ( x ) ( x - x i )dx S

      1 - E- 1ai+ 1/ 2Q
x
i+ 1

x
i

U(1)i+ 1( x ) ( xi+ 1- x )dx ,

  A i = G- 1i ai- 1/ 2Q
x
i

x
i- 1

U( 1)i ( x )dx + G- 11 ai+ 1/ 2Q
x
i+ 1

x
i

U(2)i ( x )dx# 

通过简单的计算得:

  Hi =
h iMi- 1/ 2

sinh( hiMi- 1/ 2)
, (25)

  A i =
ai- 1/ 2
GMi- 1/ 2

tanh
hiMi- 1/ 2
2

+
a i+ 1/ 2
GMi+ 1/ 2

tanh
hi+ 1Mi+ 1/ 2

2
, (26)

  Fi =
f i- 1/ 2
GMi- 1/ 2

tanh
h iMi- 1/ 2
2

+
f i+ 1/ 2
GMi+ 1/ 2

tanh
h i+ 1Mi+ 1/ 2

2
# (27)

应用( 24) , 由方程( 21)可得:

  Kui S- E( Hiu�x ) x̂ , i + A iui = F i - R i   ( i = 1, 2, ,, N - 1) , (28)

这里我们引进了差分商:
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  Mx̂ , i = (Mi+ 1- Mi ) / Gi# 

为了确定在边界条件( 2)的情况下的近似解, 我们先考虑下面的恒等式:

  1

E
VQ

x
1

0
LuU0( x )dx =

1

E
VQ

x
1

0
f ( x ) U0( x )dx , (29)

这里

  V = 1 +
a0

C EQ
x
1

0
U0( x )dx

- 1

= 1 + C- 1 a0tanh
M0h1
2

- 1

M0 =
a0
E , a0 S a(0) , (30)

其中

  U0( x ) =
U( 2)0 ( x ) S

sinh(M0( x 1- x ) )

sinh(M0h1)
  ( x 0 < x < x1) ,

0   ( x I/ ( x 0, x1) )# 

注意到基函数 U0( x ) 是下列方程的解:

  - EUd+ a0 U= 0,  x 0 < x < x 1,  U( x 0) = 1,  U( x 1) = 0# 

类似于方程( 28)的构造,对方程( 29)作同样的处理, 我们得

  - E�H0ux , 0+ Cu0- L0 V = �H1f 0- r , (31)

这里

�H0 = V 1 - E- 1a0Q
x
1

0
xU0( x )dx =

M0h1

sinh(M0h1) + 2 a0 C
- 1sinh2(M0h1/ 2)

, (32)

�H1 =
1

E
VQ

x
1

0
U0( x )dx =

tanh(M0h1/ 2)

a0+ C- 1a0tanh(M0h1/ 2)
, (33)

r =
V
EQ

x
1

0
[ a( x ) - a(0) ] u( x ) U0( x )dx +

V
EQ

x
1

0
[ f (0) - f ( x ) ] U0( x )dx# (34)

根据 ( 28)和 ( 31) , 我们构造以下适合于方程( 1) ~ ( 3)的差分格式:

  Ky i S- E( Hiy�x ) x̂ , i + A iy i = F i   ( i = 1, 2, ,, N - 1) , (35)

  K0 y S- E�H0yx , 0+ Cy 0 = L0 V + �H1f 0, (36)

  K1 y S yN - DyN
0
= Li , (37)

这里 Hi , A i , F i ( i = 1,2, ,, N - 1) , V,�H0,�H1由分别方程(25) ~ (27) , (30) , (32) , (33) 确定# 

3  收 敛性

我们先关注差分算子 Kvi , K0v 的一些性质(参考[ 1, 23] ) , 这些性质将在下面得到应用:

1b (离散最大原理)# 假设网格函数 vi 满足Kv i \0( i = 1, 2, ,, N - 1) 和 K0 v \0, vN \

0, 那么对于所有的0 [ i [ N, 成立 vi \ 0# 

2b设 v i为网格函数# 那么下面估算成立:

  +v +C(�X) [ C- 1 | K0v | + | vN | +
Kv
A C( X)

# (38)

现在我们考虑差分方程 ( 35) ~ ( 37) ,定义 zi = yi - u i , 这里 y i是方程 (35) ~ (37) 的解, ui是

在网格点 x i上方程 (1) ~ ( 3) 的解# 那么考虑到 (28) 和 (31) ,对于误差 zi , 我们可得
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Kzi = R i   ( i = 1, 2, ,, N - 1) ,

K0z = r ,

zN - DzN
0
= 0,

(39)

这里截断误差 Ri , r 分别由 (23) 和 (34) 确定# 

很明显 zi 能分解成:

  z i = z
(0)
i + �Kz

( 1)
i , (40)

这里 z
( 0)
i 和z

(1)
i ( i = 0, 1, ,, N ) 分别是下列问题的解:

  Kzi = R i  ( i = 1, 2, ,, N - 1) ,  K0z = r ,  zN = 0, (41)

  Kzi = 0  ( i = 1, 2, ,, N - 1) ,  K0z = 0,  zN = 1, (42)

和

  �K=
Dz (0)N

0

1- Dz (1)N
0

# (43)

这里我们假定

  1- Dz
(1)
N
0

X 0# (44)

定理 1  设和引理 1具有相同的光滑性,并满足条件 ( 44) , 那么在任意非均匀网格上,格

式( 35) ~ ( 37)的误差满足

  +y - u +C(�X) [ Ch
*
, (45)

这里 h
*
= max

1 [ i [ N
hi# 

证明  对于解( 39) ,我们有下面估算:

  +z +C(�X) [ C | r | +
R
A C( X)

, (46)

由关系式( 40) , 我们得

  +z +C( X) [ +z ( 0) +C(�X) + | �K | +z
(1) +C(�X)# (47)

为了估算 +z
(0) +C(�X) , 我们应用不等式(38) , 由 (41) 得:

  +z
(0) +C(�X) [ C- 1 | r | +

R
A C( X)

# (48)

由于( 43)和 ( 44) ,类似的估算也适合于对 �K# 最后, 由(42) 下列估算

  +z
(1) +C(�X) [ 1

可由( 38)直接得到# 把上面几项相加, 我们即可得( 46)# 

最后我们将说明由( 23)和( 34)定义的截断误差 R 和 r 满足下面的关系式:

  R
A C( X)

[ Ch
*
, (49)

和

  | r | [ Ch1, (50)

根据( 23) , 对于 R, 我们有:

Ri

A i
[

Q
x
i

x
i- 1

[ a ( x ) - a i- 1/ 2] u( x ) U
( 1)
i ( x )dx + Q

x
i+ 1

x
i

[ a( x ) - a i+ 1/ 2] u( x ) U
(2)
i ( x ) dx

ai- 1/ 2Q
x
i

x
i- 1

U( 1)i ( x )dx + a i+ 1/ 2Q
x
i+ 1

x
i

U(2)i ( x )dx
+
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Q
x
i

x
i- 1

[ f i- 1/ 2- f ( x ) ] U(1)i ( x ) dx +Q
x
i+ 1

x
i

[ f i+ 1/ 2 - f ( x ) ] U(2)i ( x )dx

ai- 1/ 2Q
x
i

x
i- 1

U(1)i ( x ) dx + ai+ 1/ 2Q
x
i+ 1

x
i

U(2)i ( x )dx
# 

既然 a, f I C
1
[ 0, l ] , 和 | u ( x ) | [ C (0 [ x [ l ) 由 (7) , 因此我们有

  
R i

A i
[
C h iQ

x
i

x
i- 1

U(1)i ( x )dx + hi+ 1Q
x
i+ 1

x
i

U(2)i ( x )dx

AQ
x
i

x
i- 1

U
( 1)
i ( x ) dx + Q

x
i+ 1

x
i

U
(2)
i ( x )dx

[ CA- 1h * ,

( i = 1, 2, ,, N - 1) ,

上式我们证明了( 49)# 由( 34) ,对于误差 r , 我们可得

  | r | [ C V
EQ

x
1

0
xU0( x )dx [ Ch1�H1 =

Ch1tanh(M0h1/ 2)

a0(1+ C- 1 a0tanh(M0h1/ 2) )
[
C1h1

a0
# 

既然 0 [ tanh( x ) [ 1 ( x \ 0) , 即一致估计 (50) 也满足# 

根据估算( 46) 和 ( 49)、( 50) ,定理得证# 

评注 2  在( 44)的假设下, 差分问题( 35) ~ ( 37) 有唯一解# 

评注 3  对于充分小的 h
*
, 假设(4) 等价于(44)# 

事实上,考虑到构造( 35) ~ ( 37)的方法,应用离散最大原理, 我们容易得到下面的结论:

  u1( xi ) - z
(1)
i = O( h

*
)  ( i = 1, 2, ,, N - 1) ,

因此, 如果 1- Du1( d) X 0, 那么对于充分小的 h
* 有 1- Dz (1)N

0
X 0# 反之也可得:当 h

* 充

分小时,有 1 - Du1( d ) X 0, 那么(44) 成立# 

因此充分条件 ( 13)和 ( 14) 可应用于各种情况# 

4  数 值结 果

为了验证上述理论上的收敛分析,方程( 1) ~ ( 3)的近似解是通过在均匀网格上求解 ( 35)

~ ( 37)得到的# 在下列问题上试用了我们的方法:

  Eud- u = cos2Px + 2EP2cos2Px  (0 < x < 1) ,

  - Euc(0) + u (0) = 0,  u(1) -
1
2
u

1
2

= - 1,

上述方程存在精确解:

  u( x ) =

exp
2x - 1

2 E
- 2exp

x - 1

E

4exp
1

E
- 2exp

1

2 E

+
1
2
exp -

x

E
- cos

2
Px ,

 表 1

h E= 1 E= 10- 2 E= 10- 4 E = 10- 6 E= 10- 8

0. 1 4. 328@ 10- 2 1. 616@ 10- 1 8. 965@ 10- 3 1. 074@ 10- 2 7. 201@ 10- 3

0. 05 1. 066@ 10- 2 4. 136@ 10- 3 4. 438@ 10- 3 5. 321@ 10- 3 3. 508@ 10- 3
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很显然 u 在 x = 0和 x = 1上存在典型的边界层# 

格式的误差是通过离散最大模测定# 表 1给出了第 22步计算结果,表明计算结果与我们

的理论分析相吻合# 
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Numerical Solution of the Singularly Perturbed Problem

With Nonlocal Boundary Condition

G. M. Amiraliyev,  Musa µak¥r
( Depar tm ent of Ma them atics , Y Y Univer sity , 65080 Van , Turkey ;

E _ma il : gamir ali 2000@yahoo . com )

Abstract: Singularly perturbed boundary value problem with nonlocal conditions is examined. The

appopriate solution exhibits boundary layer behavior for small positive values of the perturbative

parameter. An exponentially fitted finite difference scheme on a non_equidistant mesh is constructed

for solving this problem. The uniform convergence analysis in small parameter is given. Numerical

example is provided, too.

Key words: exponentially fitted difference scheme; singular perturbation; nonlocal boundary

condition
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